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量子力学的数学结构与基本假设
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引言

若一个孤立封闭的质点系中各质点的位置 r⃗i = (xi, yi, zi) 和速度 dr⃗i
dt =

(dxi

dt ,
dyi
dt ,

dzi
dt

)
都是已知的，那么该体系

的运动就是确定的。引入广义坐标 qi(t) 和相应的广义速度 q̇i(t)，可以写出体系的拉格朗日量

L = L(q, q̇, t) (1)

由此，可定义体系的广义动量

pi =
∂L

∂q̇i
(2)

{q̇i, pi} 即是体系的基本动力学变量，一切其他物理量都可被表示成 {q̇i, pi} 的函数。定义体系的哈密顿量

H = (q, p, t) = pq̇ − L (3)

哈密顿方程
dqi
dt =

∂H

∂pi
= {qi,H}1 dpi

dt = −∂H
∂qi

= {pi,H} (4)

由此，对于任意物理量 A = A(q, p, t)

dA
dt =

∂A

∂qi
dqi
dt +

∂A

∂pi

dpi
dt +

∂A

∂t
=
∂A

∂qi
∂H

∂pi
+
∂A

∂pi

∂H

∂qi
+
∂A

∂t
= {A,H}+ ∂A

∂t
(5)

由此可见，对一个物理体系的经典描述的要求，在于

1. 体系在确定时刻 t0 的状态，取决于 N 对正则坐标和正则动量 {q̇i, pi}。

2. 若知道了 t0 时刻体系的状态，则体系各物理量在该时刻的取值即被完全确定。

3. 体系状态随时间演变的规律，由哈密顿方程所决定。只要知道了 t0 时刻的 {q̇i(t0), pi(t0)}，那么哈密顿方程组

的解就被唯一地确定了。

我们下面要做的，是介绍量子力学的若干假定和相应的若干数学工具，这些都是为了一个目的服务的，即量子力学

如何回答上述三个问题，即如何描述体系？测得的力学量如何表示？体系如何演化？

1{A,B} 是 Poisson 括号，{A,B} = ∂A

∂qi
∂B
∂pi

− ∂A
∂pi

∂B

∂qi
.

9
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第一章 态叠加原理与力学量测量原理

Dirac 在 Principle of Quantum Mechanics 中对量子力学的基本原理做了深入的分析，我们先对其中两条做简

要回顾，并用合适的数学语言表述之。

• 态叠加原理：物理体系的状态是复Hilbert 空间 中的非零矢量，称为态矢量。态矢量的线性叠加也是一个可能

的态矢量。两个态适量若仅相差一个非零的复因子，那么它们描述相同的物理状态。

• 力学量测量原理：力学量是作用于 Hilbert 空间的Hermitian 算子，其本征值 谱是对该力学量测量可能取的所

有数值，本征态矢 的集合在 Hilbert 空间中是完备的。

对于这里所涉及的这些概念，Dirac 设计了一套特别有效的 Dirac Notation，便于理论计算与推导，以下我们结合量

子力学中的若干具体实例来熟悉掌握这套记号。

1.1 右矢空间

我们考虑一个物理体系状态的所有可能取法，构成一个集合 V，显然 V 的性质与我们所考虑的物理问题是直

接相关的。V 中的任何一个元素，都被称为右矢，用 |ψ⟩ 表示，其中 |ψ⟩ 是对这个元素的标记，以将其与其他元素

相区分。

称 V 是一个复线性空间，我们在 V 上定义元素的加法和与复数的乘法，则加法是可交换的，乘法是可交换、可

结合、可分配的。

Notation: 空间的概念即是集合赋予各种数学结构，例如线性空间、内积空间、拓扑空间。

Example: 波函数空间，对于一个无自旋的粒子，量子力学使用波函数 ψ(r⃗, t) 来表述 t 时刻粒子的状态。

由此可见，对所谓的波函数空间做出精确的定义是较困难的。故，我们粗略地说，只考虑 L2 中性质“在物理上

充分良好”的函数构成的集合，记为 F。

1.2 内积，对偶空间 V∗，左矢

内积及相关的模长的概念，是三维空间中的向量内积与长度的概念的推广。

Definition: 线性空间 V 中的内积，是定义于 V 中的一个双线性运算 (|ψ1⟩ , |ψ2⟩) ∈ C，对于任意 |ψ1⟩ , |ψ2⟩ ∈ V，

满足条件：

• (|ψ1⟩ , |ψ2⟩) = (|ψ2⟩ , |ψ1⟩)∗。若 (|φ⟩ , |ψ⟩) = 0，则称 |φ⟩ 和 |ψ⟩ 正交。

• (|φ⟩ , λ1 |ψ1⟩+ λ2 |ψ2⟩) = λ1(|φ⟩ , |ψ1⟩) + λ2(|φ⟩ , |ψ2⟩)
(λ1 |φ1⟩+ λ2 |φ2⟩ , |ψ⟩) = λ∗

1(|φ1⟩ , |ψ⟩) + λ∗
2(|φ2⟩ , |ψ⟩)

• (|φ⟩ , |ψ⟩) ≥ 0，且 (|ψ⟩ , |ψ⟩) = 0 当且仅当 |ψ⟩ = 0，称
√

(|ψ⟩ , |ψ⟩) 为 |ψ⟩ 的模长。

11



12 第一章 态叠加原理与力学量测量原理

在赋予了内积运算之后，V 即被称为内积空间。

内积的重要性质：Cauchy 不等式

|(|ψ1⟩ , |ψ2⟩)|2 ≤ (|ψ1⟩ , |ψ1⟩)(|ψ2⟩ , |ψ2⟩) (1.1)

当且仅当 |ψ1⟩ , |ψ2⟩ 成比例时，等号成立。

更进一步地，我们讨论线性泛函与对偶空间的概念。这对于我们引入量子力学中左矢概念是重要的。

Definition: 定义在 V 中的一个线性泛函 (linear functional) 是一个线性映射 χ : V → C，它将每一个右矢 |ψ⟩ 映

射到一个复数上，即

|ψ⟩ χ−→ χ(|ψ⟩) ∈ C (1.2)

满足线性条件

χ(λ1 |ψ1⟩+ λ2 |ψ2⟩) = λ1χ(|ψ1⟩) + λ2χ(|ψ2⟩) (1.3)

1.3 右矢与左矢的对应

1.4 V 上的线性算子

Definition: V 上的线性算子 A，是一个数学上的映射

A : V → V (1.4)

|φ⟩ ∈ V A−→ |ψ⟩ = A |φ⟩ ∈ V (1.5)

满足线性性质

A(λ1 |φ1⟩+ λ2 |φ2⟩) = λ1(A |φ1⟩) + λ2(A |φ2⟩) (1.6)

Caution: 这里要区分的，是线性算子与线性泛函的概念

• Linear Functional: V → C
|φ⟩ ⟨χ|−→ ⟨χ|φ⟩ ∈ C (1.7)

• Linear Operator: V → V
|φ⟩ A−→ A |φ⟩ ∈ V (1.8)

算子的乘积

[A,B] = AB −BA 为 A,B 两算符的对易子。

矩阵元：对于 |φ⟩ , |ψ⟩ ∈ V，称 ⟨φ|A |ψ⟩ 为 A 在 |φ⟩ 和 |ψ⟩ 之间的矩阵元。⟨φ|A |ψ⟩ = ⟨φ| (A |ψ⟩) 是一个复数。

Example: 考虑波函数空间 F

1. Parity Operator Π

Π |ψ⟩ = |φ⟩ (1.9)

ψ(x, y, z)
Π−→ φ(x, y, z) = ψ(−x,−y,−z) (1.10)

2. X Operator X
X |ψ⟩ = |φ⟩ (1.11)

ψ(x, y, z)
X−→ φ(x, y, z) = xψ(x, y, z) (1.12)
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同理可以定义 Y,Z，以及矢量算子 R⃗ = [X,Y,Z]。

Generalization f(X)

f(X) =

∞∑
n=0

dnf(x)
dxn

∣∣∣∣
x=0

(X)
n (1.13)

3. x-动量算子 Px

Px |ψ⟩ = |φ⟩ (1.14)

ψ(x, y, z)
Px−→ φ(x, y, z) = −ih̄ ∂

∂x
ψ(x, y, z) (1.15)

同理可以定义 Py,Pz，以及 P⃗ = [Px,Py,Pz]。

P⃗ = −ih̄∇ (1.16)

注意：R⃗ 和 P⃗ 作用以后得到的函数 φ(x, y, z) 也许不再平方可积。

4. 回到一般空间 V 中，讨论投影算子 Projection Operator。

• |ψ⟩: vector or ket

• ⟨ψ|: linear functional

• ⟨ψ1|ψ2⟩: 内积，或函数作用在变量上。

• 下面讨论 |ψ⟩ ⟨φ| 是什么

(|ψ⟩ ⟨φ|) |χ⟩ = |ψ⟩ ⟨φ|χ⟩ = ⟨φ|χ⟩ |ψ⟩ (1.17)

|ψ⟩ ⟨φ|: from ket to ket and linear, so this is a linear operator.

|χ⟩ |ψ⟩⟨φ|−→ (⟨φ|χ⟩) |ψ⟩ (1.18)

下面看 Projection Operator Pψ。定义：若 ⟨ψ|ψ⟩ = 1，则 Pψ = |ψ⟩ ⟨ψ| 为关于 |ψ⟩ 的投影算符。 任意 |φ⟩，有

Pψ |φ⟩ = (⟨ψ|φ⟩) |ψ⟩，得到一个与 |ψ⟩ 成比例的右矢，比例系数 ⟨ψ|φ⟩ 称为 |φ⟩ 在 |ψ⟩ 上的垂直投影分量。

1.5 V 中的离散正交归一基

Definition: 设 V 中的一个可数集合，用离散指标 i = 1, 2, · · · , n, · · · 标记 {|ui⟩}，满足

1. 正交归一性：⟨ui|uj⟩ = δi,j for any i, j

2. 任意 |ψ⟩ ∈ V，可以唯一地按 {|ui⟩} 展开 |ψ⟩，即 |ψ⟩ =
∑

i ci |ui⟩

那么，称 {|ui⟩} 构成 V 的一组完备基。这里展开分量的求法：

⟨uj |ψ⟩ = ⟨uj |
∑
i

ci |ui⟩ =
∑
i

ciδi,j = cj (1.19)

1.6 F 中的连续基与广义右矢

ψ(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dpψ̃(p)eipx (1.20)

ψ̃(p) = ⟨vp|ψ⟩
∫ +∞

−∞
dxv∗p(x)ψ(x) (1.21)
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1.7 算符的厄米共轭 Hermitian Conjugate

我们已经知道了一个线性算子作用在右矢上得到新的右矢，下面我们讨论一个线性算子如何作用于一个左矢，

并由此得出线性算子的厄米共轭的定义。

取定一个右矢 |ψ⟩ 和一个算子 A，考虑全体右矢 |ψ⟩，⟨φ|A |ψ⟩ 是 A 关于 |φ⟩ 和 |ψ⟩ 的矩阵元。因此 ⟨φ|A 可

视为一个新的左矢

(⟨φ|A) |ψ⟩ ∈ C (1.22)

这个左矢有区别于 ⟨φ|，可视为 ⟨φ| 通过 A 向前作用变化而来。如此，A 将每一个线性泛函 ⟨φ|，映射成一个新的线

性泛函 (⟨φ|A)，那么 A 也可视为是 V∗ 空间中的一个线性变换

(λ1 ⟨φ1|+ λ2 ⟨φ2|)A |ψ⟩ = λ1 ⟨φ1|A |ψ⟩+ λ2 ⟨φ2|A |ψ⟩ = λ1(⟨φ1|A) |ψ⟩+ λ2(⟨φ2|A) |ψ⟩ (1.23)



第二章 矩阵表示与表象变换

2.1 问题的提出

2.2 矩阵表示

2.3 表象的变换

问题的提出：在一中表象中，右矢、左矢、算子用一系列矩阵表示，若我们要更换表象，换一组基，那么，右

矢、左矢、算子就要用另一组矩阵表示。这两组矩阵如何联系？

设旧基 {|ui⟩} 到新基 {|tk⟩}，有

|tk⟩ = |ui⟩ ⟨ui|tk⟩ = |ui⟩Si,k (2.1)

左矢和右矢

⟨tk|ψ⟩ = ⟨tk|ui⟩ ⟨ui|ψ⟩ (2.2)

特别地，任意 |φ⟩ , |ψ⟩，有

⟨φ|A |ψ⟩ = ⟨φ|ui⟩ ⟨ui|A |uj⟩ ⟨uj |ψ⟩ = ⟨φ|tk⟩ ⟨tk|A |tl⟩ ⟨tl|ψ⟩ (2.3)

这一相等是具有物理上的含义的，即力学量的期望不因表象而发生改变，因为力学量的测量结果是客观的，而

表象的选择确实主观的——类似于电动力学中的规范的选择，而且我们今后会看到，若干问题中的表象的选法的结

果，就对应于电磁学中的规范变换。

15
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第三章 力学量测量原理

3.1 介绍

3.2 可观测量

我们首先考虑厄米算符的本征值与本征矢所具有的重要性质：当 A = A† 时，λ 是实的，且属不同 λ 的本征矢

相互正交。

Proof: 由

3.3 可对易的观察算子的集合

3.4 可对易观察算符的完全集，即力学量的完全集

3.5 F 中表象和 CSCO 的两个特例

3.6 F 量子化规则笔记在 5 后面

17
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第四章 谱分解和波包塌缩

4.1 谱分解原理

签名的讨论所论述的是对一个态 |ψ⟩ 施行对物理量 A 进行测量所可能得到的结果，即 A 的所有可能本征值中

的一个，但这一原理没有解决的问题是，在某一次具体的测量之后，我们究竟会得到哪个本征值，以及得到了不同

的本征值之后，体系的状态会有怎样的改变。

若体系处于已归一化的态 |ψ⟩ 中，则测量物理量 A 所得到的结果为对应观察算子 A 的本征值 an 的概率为

Pn = ⟨ψ|Pan |ψ⟩ (4.1)

其中，Pan 是对于本征值 an 的本征矢所张成的子空间 Vn 的投影算子

Pan =
∑
i

∣∣uin〉 〈uin∣∣ (4.2)

则

Pn =

gn∑
i=1

|
〈
ψ
∣∣uin〉 |2 = gn∑

i=1

|cin|2 (4.3)

特别地，当 an 无简并时，

Pn = | ⟨ψ|un⟩ |2 = |cn|2 (4.4)

1. 与基矢量选取无关

2. 对 A 测量的结果是概率性而不确定的，这种概率是真概率而不是伪随机。

3. 连续谱的情况

4.1.1 波包的收缩

4.1.2 可观测量的平均值和方均根

4.1.3

4.1.4 方均根偏差

⟨A⟩ 指出了可观测量 A 的大小的数量级，但这个平均值不能告诉我们测量所得结果的弥散成都。

以连续谱为例，测量 A 时可能得到的那些数值，大部分实际上都包含在 ⟨A⟩ 周围的宽度为 δA 的区间中，δA

越小，测量结果就越集中在 ⟨A⟩ 周围。

可以定义所谓的方均根偏差，即 〈
(A− ⟨A⟩)2

〉
=
〈
A2
〉
− ⟨A⟩2 (4.5)

19
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(∆A)2 = ⟨ψ| (A− ⟨A⟩)2 |ψ⟩ = ⟨ψ|A2 |ψ⟩ − (⟨ψ|A |ψ⟩)2 (4.6)

关于两个算子 A,B 的方均根偏差，有重要的 Heisenberg 不确定关系：取定一个态矢量 |ψ⟩ 和两个算子 A,B，

有

⟨(∆A)2⟩⟨(∆B)2⟩ ≥ 1

4
|⟨[A,B]⟩|2 (4.7)

Proof：
∆A = A− ⟨A⟩ ∆B = B − ⟨B⟩ (4.8)

令

|α⟩ = ∆A |ψ⟩ |β⟩ = ∆B |ψ⟩ (4.9)

根据 Cauchy 不等式

⟨ψ| (∆A)2 |ψ⟩ ⟨ψ| (∆B)2 |ψ⟩ = ⟨α|α⟩ ⟨β|β⟩ ≥ | ⟨α|β⟩ |2 = | ⟨ψ|∆A∆B |ψ⟩ |2 (4.10)

而

∆A∆B =
1

2
[∆A,∆B] +

1

2
{∆A,∆B} (4.11)

故

| ⟨ψ|∆A∆B |ψ⟩ |2 =
∣∣∣∣〈1

2
[∆A,∆B]

〉
+

〈
1

2
{∆A,∆B}

〉∣∣∣∣2 = ∣∣∣∣〈1

2
[A,B]

〉
+

〈
1

2
{∆A,∆B}

〉∣∣∣∣2 ≥ 1

4
|⟨[A,B]⟩|2

(4.12)
Example: 由于 [x, px] = ih̄，有 ∆x∆p ≥ 1

2
h̄，即 Heisenberg 不确定性关系。

4.2 可观测量的相容性问题



第五章 平移操作

5.1 介绍

5.2 形式理论

这里我们先介绍一个技巧：如何求 eABe−A。取 f(λ) = eλABe−λA，有 f(0) = B，

df
dλ = eλA[A,B]e−λA (5.1)

d2f

dλ2
= eλA[A, [A,B]]e−λA (5.2)

我们视 [A,B] = SA(B) 为一个超算符，即它将一个算符映射成另一个算符，这个映射以 A 作为参量，作用在 B 上，

如此即有

f ′(0) = [A,B] = SA(B) (5.3)

f ′′(0) = [A, [A,B]] = S2
A(B) (5.4)

f (n)(0) = SnA(B) (5.5)

f(λ) =

∞∑
n=0

1

n!
λnSnA(B) = eλSAB (5.6)

eABe−A = eSAB = e[A, ]B (5.7)

由此，我们还可以证明所谓的 B-C-H(Baker-Campbell-Hausdorff) 公式：若两个算子满足 [[A,B], A] = 0和 [[A,B], B] =

0，则 eAeB = eA+Be
1
2 [A,B]。

Proof: 令 F (t) = eAteBt，则

dF
dt = eAt(A+B)eBt =

(
A+ eAtBe−At

)
eAteBt (5.8)

5.2.1 动量算符：平移的生成元

动量是一个无穷小平移操作的生成元。

经典力学回顾

作用量是 LagrangianL(q, q̇, t) 在两个位置 qi 和 qf 之间的轨道积分

S(qi, qf , ti, tf ) =

∫ tf

ti

Ldt (5.9)
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第二部分

量子动力学
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第六章 Schrödinger 方程

6.1 时间演化算子

以下我们阐述态右矢和体系的可观测量的测量结果如何随时间进行动力学演化，这对应于前述的“如何从体系的

初始状态推测其末状态”的任务。

但是我们应首先记住的是，时间在量子力学中只是一个参量，而不是一个算符。特别地，时间不是可观测量——

这与粒子的动量和坐标等物理量是不一样的。

然而，在相对论中，我们必须处理时空相互转化的问题。故我们要同等地看待时间与空间。在量子场论中，这

一问题的解决办法是将位置算子 R⃗ 降格为参数 x，用以表征量子场的产生与湮灭算子 a(x) 和 a†(x)。

以下我们讨论一个态矢量 |ψ⟩ 如何随时间发生变化。设 t0 时刻态矢量 |ψ⟩ = |ψ(t0)⟩，则 t 时刻态矢量 |ψ(t)⟩，
也可以写成 |ψ, t0; t⟩，其中 ψ 是初态，t0 是初时，t 是末时。于是我们有

lim
t→t0

|ψ, t0; t⟩ = |ψ(t0)⟩ = |ψ, t0⟩ (6.1)

我们的任务是，已知 |ψ, t0⟩，求 |ψ, t0; t⟩。为此，类比于空间平移，我们引入一个时间演化算子 U(t, t0) 来联系它们，

即

|ψ, t0; t⟩ = U(t, t0) |ψ, t0⟩ (6.2)

与平移类似，以下我们从直观出发，考虑 U 应具备的性质：

• lim
t→t0

U(t, t0) = I

• 线性性

U(t, t0) (a1 |ψ1, t0; t0⟩+ a2 |ψ2, t0; t0⟩) = a1 |ψ1, t0; t⟩+ a2 |ψ2, t0; t⟩ (6.3)

• 概率守恒

⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = ⟨ψ(t0)|ψ(t0)⟩ = ⟨ψ(t0)|U †U |ψ(t0)⟩ (6.4)

这说明 U †(t, t0)U(t, t0) = I，即 U(t, t0) 是幺正的。

• 结合性

U(t2, t1)U(t1, t0) = U(t2, t0) for t2 > t1 > t0 (6.5)

即体系从 t0 到 t2 的演化，等于从 t0 出发，先到任何一个 t1，再从 t1 到 t2。

我们进一步考虑无穷小时间演化

|ψ, t0; t0 + dt⟩ = U(t0 + dt, t0) |ψ, t0; t0⟩ (6.6)

并将其写成

U(t0 + dt, t0) = I − iΩdt (6.7)
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且 Ω† = Ω。这里单位元 I 的出现是连续性要求 lim
t→t0

U(t, t0) = I，而 Ω† = Ω 则是来自于概率守恒的要求 U †U = I。
此时我们可以注意到 Ω 具有角频率的量纲。如果我们回忆起 E = h̄ω，再从经典力学中借用“Hamiltonian 函数

是时间演化的生成元”的概念。我们就可以得到 Ω 应与 Hamiltonian 算符相对应，即 Ω = H
h̄
。

U(t0 + dt, t0) = I − iHdt
h̄

(6.8)

量子力学中的 Schrödinger 方程如何过渡到经典极限？

ih̄
∂

∂t
|ψ⟩ = H |ψ⟩ (6.9)

ψ(r, t) = a(r, t) exp
[
i

h̄
φ(r, t)

]
(6.10)

ih̄
∂

∂t
ψ(r) = − h̄2

2m
∇2ψ(r) + V (r)ψ(r) (6.11)

ih̄

(
∂a

∂t
+ a

i

h̄

∂φ

∂t

)
= − h̄2

2m

{
∇2a+ (∇a) i

h̄
∇φ · 2 + a

[(
i

h̄

)2

(∇φ)2 + i

h̄
∇2φ

]}
+ V (r)a (6.12)

6.2 Schrödinger 方程及其形式解

以下我们讨论 U(t, t0) 满足的基本微分方程，即 Schrödinger 方程。由

U(t+ dt, t0) = U(t+ dt, t)U(t, t0) =

(
I − iHdt

h̄

)
U(t, t0) (6.13)

即有

ih̄
∂

∂t
U(t, t0) = HU(t, t0) (6.14)

将上式两边作用于 |ψ, t0; t0⟩

ih̄
∂

∂t
U(t, t0) |ψ, t0; t0⟩ = HU(t, t0) |ψ, t0; t0⟩ (6.15)

即

ih̄
∂

∂t
|ψ, t0; t⟩ = H |ψ, t0; t⟩ (6.16)

一般简写为

ih̄
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = H |ψ(t)⟩ (6.17)

由此可见，U(t, t0) 这个演化算子包含了体系所有的演化信息。故我们当前的第一要务，就是从 Schrödinger 方

程出发，寻求 U(t, t0) 的形式解，这里有三种情况需要讨论。

1. 保守体系，此时 Hamiltonian 算子不显含时。

U(t0, t0) = I (6.18)

U(t, t0) = exp
[
−iH(t− t0)

h̄

]
(6.19)

2. H 含时，但 [H(t),H(t′)] = 0。此时

U(t, t0) = exp
[
−i
∫ t
t0
H(τ)dτ
h̄

]
(6.20)
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检验：Taylor 展开，逐项微商求和，即

U(t, t0) =

∞∑
n=1

1

n!

[
−
(
i

h̄

)∫ t

t0

H(τ)dτ
]n

(6.21)

ih̄
∂

∂t
U(t, t0) =

∞∑
n=0

1

n!
H(t)

[
−
(
i

h̄

)∫ t

t0

H(τ)dτ
]n

= U(t, t0)H(t) (6.22)

3. H 含时，且不同时间的 H 不相互对易。从上面的证明可以看出，此时 U(t, t0) = exp
[
−i
∫ t
t0
H(τ)dτ

]
是存疑

的。这里举一个反例：H = ω
(
a†a+ 1

2

)
+ cosωt

(
a+ a†

)
，若直接积分，那么驱动项的作用在周期内即被磨平，

体系无法起振，这是不物理的。

Dyson 级数迭代求解：由

ih̄
∂

∂t
U(t, t0) = H(t)U(t, t0) (6.23)

有

U(t, t0) = I −
(
i

h̄

)∫ t

t0

H(τ)U(τ, t0)dτ (6.24)

迭代

Un(t, t0) = I −
(
i

h̄

)∫ t

t0

H(τ)Un−1(τ, t0)dτ (6.25)

• 零阶

U0(t, t0) = I (6.26)

• 一阶

U1(t, t0) = I +
∫ t

t0

(
− i

h̄

)
H(t1)U0(t1, t0)dt1 = I +

∫ t

t0

(
− i

h̄

)
H(t1)dt1 (6.27)

• 二阶

U2(t, t0) = I +
∫ t

t0

(
− i

h̄

)
H(t1)U1(t1, t0)dt1

= I +
∫ t

t0

(
− i

h̄

)
H(t1)dt1 +

∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2
(
− i

h̄

)2

H(t1)H(t2)

(6.28)

由此

U(t, t0) = I +
∞∑
n=1

(
− i

h̄

)n ∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtn
(
− i

h̄

)n
H(t1)H(t2) · · ·H(tn) (6.29)

注意到积分中 t1 > t2 > · · · > tn，我们引入编时算子 T

I +
∞∑
n=1

1

n!

(
− i

h̄

)n ∫ t

t0

dt1
∫ t

t0

dt2 · · ·
∫ t

t0

dtnT [H(t1)H(t2) · · ·H(tn)] = T exp
[
− i

h̄

∫ t

t0

H(τ)dτ
]

(6.30)

T 的作用是把时间宗量大的 H 放前面。

U(t, t0) = T exp
[
− i

h̄

∫ t

t0

H(τ)dτ
]

(6.31)

可以看到 Dyson 级数的展开阶数，是依照 H(t) 出现的次数来区分的，这在后面用相互作用表象讨论微扰的时

候，有特别方便的应用！
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6.3 可观测量的平均值的演化：与经典力学的联系

考虑一个可观测量 A，在 t 时刻 A 的平均值为

⟨A⟩t = ⟨ψ(t)|A(t) |ψ(t)⟩ (6.32)

即 ⟨A⟩t 通过 |ψ(t)⟩ 和 ⟨ψ(t)| 来依赖于 t，而 ⟨ψ(t)| 和 |ψ(t)⟩ 则依照 Schrödinger 方程演化。此外，A 算子本身也

可以显式的依赖于时间，故有

d
dt⟨A⟩t =

d
dt ⟨ψ(t)|A(t) |ψ(t)⟩ =

〈
dψ
dt

∣∣∣∣A |ψ(t)⟩+ ⟨ψ(t)| ∂A
∂t

|ψ(t)⟩+ ⟨ψ(t)|A
∣∣∣∣dψdt

〉
(6.33)

由

ih̄
d
dt |ψ⟩ = H |ψ⟩ (6.34)

有

− ih̄
d
dt ⟨ψ| = ⟨ψ|H (6.35)

则
d
dt⟨A⟩t = ⟨ψ|

(
−H
ih̄

)
A |ψ⟩+ ⟨ψ| ∂A

∂t
|ψ(t)⟩+ ⟨ψ|A

(
H

ih̄

)
|ψ⟩

=

〈
∂A

∂t

〉
+

1

ih̄
⟨[A,H]⟩

(6.36)

若 A = A(R⃗, P⃗ , t)，即 A 是一个有经典对应的物理量。我们有

dA
dt =

∂A

∂t
+
∂A

∂q

dq
dt +

∂A

∂p

dp
dt =

∂A

∂t
+

(
∂A

∂q

∂H

∂p
− ∂A

∂p

∂H

∂q

)
=
∂A

∂t
+ {A,H}classical (6.37)

而回忆起我们前面提到的经典——量子对应关系：

{Classical Poisson} ⇔ 1

ih̄
[Quantum Commutator] (6.38)

我们这里又体现了经典与量子之间的联系：将经典的相互共轭的正则坐标与正则动量之间的 Poisson 括号升格成为

量子力学中的对易子。这一步骤就是正则量子化。它强调的是物理可观测量，特别是相互共轭的可观测量之间存在

的测不准关系。

但是，这里值得注意的是，不论 A 是否存在经典对应，这一方程都是正确的。例如，当我们讨论自旋 1
2

粒子在

磁场中的进动时，有

H = −S⃗ · B⃗ (6.39)
d⟨Si⟩

dt =
1

ih̄
[Si,H] =

1

ih̄
[Si,−SjBj ] = − 1

h̄
εijkSkBj = − 1

h̄
⟨B⃗ × S⃗⟩i (6.40)

d⟨S⟩
dt = − 1

h̄
B⃗ × ⟨S⃗⟩ (6.41)

此时我们要注意的是，自旋 1
2

的粒子是不存在经典对应的。

因此，我们这里可以反过来说，我们为量子力学设一个要求，这就是对于那些有经典对应的物理量，正确的经

典方程应可以通过
1

ih̄
[Quantum Commutator] ⇒ {Classical Poisson} (6.42)

来得到。这里要注意的是，在历史上量子力学正是通过相反的逻辑而得到的。这说明，经典力学可以作为一种极限

从量子力学中得出，但反之则不然。

以下我们给出两个有用的公式。

[R,F (p)] = ih̄
∂F

∂p
⇔ {r, F (p)} =

∂F

∂p
(6.43)

[P,G(x)] = ih̄
∂G

∂x
⇔ {p,G(x)} = −∂G

∂x
(6.44)
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6.4 Ehrenfest 定理

以下我们将前面的所得应用于一个点粒子处于稳定标量场这一问题中。

H =
P 2

2m
+ V (R) (6.45)

d
dt⟨R⟩ =

1

ih̄
⟨[R,H]⟩ = 1

ih̄

[
R,

P 2

2m

]
=

⟨P ⟩
m

(6.46)

d
dt⟨P ⟩ =

1

ih̄
⟨[P,H]⟩ = 1

ih̄
⟨[P, V (R)]⟩ = −⟨∇V (R)⟩ (6.47)

这两个等式是类似于 Newton 第二定律的量子力学公式，即 Ehrenfest 定理，其物理含义是：考虑一个 F 中的波函

数 ψ(r⃗, t)，⟨R⃗⟩ = [⟨X⟩, ⟨Y⟩, ⟨Z⟩] 即为 t 时刻的波包中心，而 {⟨R⃗(t)⟩ : t ∈ (−∞,+∞)} 即为波包中心所走过的轨迹。

6.5 保守系，定态问题

在 Schrödinger 方程的基本应用中，保守系，即 Hamiltonian 不显含时间的问题，具有特别重要的意义。在经

典力学中，∂H
∂t

= 0，即意味着能量是守恒量。以下我们枚举出量子力学保守系所具有的重要性质。

6.5.1 Schrödinger 方程的解

H 是一个可观测量，具有本征方程

H |φn,τ ⟩ = En |φn,τ ⟩ n : 本征值 τ : 简并度 (6.48)

由于 ∂H
∂t

= 0，故 En 和 |φn,τ ⟩ 均不含 t，而当知道了 En 和诸 |φn,τ ⟩ 之后，Schrödinger 方程的解是显然的：

|ψ(t0)⟩ =
∑
n,τ

cn,τ (t0) |φn,τ ⟩ (6.49)

cn,τ (t0) = ⟨φn,τ |ψ(t0)⟩ (6.50)

|ψ(t)⟩ = exp
[
− iH(t− t0)

h̄

]
|ψ(t0)⟩ =

∑
n,τ

cn,τ (t) |φn,τ ⟩ (6.51)

其中

cn,τ (t) = cn,τ (t0) exp
[
− iH(t− t0)

h̄

]
(6.52)

|ψ(t)⟩ 对时间 t 的依赖体现在 cn,τ (t) 对时间的依赖上：多个本征态上的分量的模不变，但相位随时间变化。相应的，

时间演化算子可以写成

U(t, t0) = exp
[
− iH(t− t0)

h̄

]∑
n,τ

|φn,τ ⟩ ⟨φn,τ | =
∑
n,τ

exp
[
− iEn(t− t0)

h̄

]
|φn,τ ⟩ ⟨φn,τ | (6.53)

在这里，我们事实上引入了一个新的表象——能量表象，即以 H 的本征矢作为基矢量来分析问题。
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6.5.2 定态

6.5.3 守恒量算符

6.5.4 Bohr 频率

6.6 能量-时间不确定关系

∆E∆t ≥ h̄ (6.54)

进一步的，设

|ψ(0)⟩ = c1 |φ1⟩+ c2 |φ2⟩ (6.55)

则

(∆E)2 = ⟨H2⟩ − ⟨H⟩2 =
(
|c1|2E2

1 + |c2|2E2
2

)
−
(
|c1|2E1 + |c2|2E2

)2
= |c1|2|c2|2 (E1 − E2)

2 (6.56)

∆E = |c1||c2||E1 − E2| (6.57)

在这一离散情况下，量子态的两点关联函数具有形式

c(t) = c1 exp
(
− iE1t

h̄

)
+ c2 exp

(
− iE2t

h̄

)
(6.58)

|c(t)|2 = |c1|2 + |c2|2 + c1c
∗
2 exp

[
− i(E1 − E2)t

h̄

]
+ c∗1c2 exp

[
i(E1 − E2)t

h̄

]
(6.59)

可见 c(t) 的显著变化，以 (t1 − t2) 为特征时间周期，即

∆E∆t ≥ h̄ (6.60)

态的显著变化，还通过可观测量的测量结果的显著变化来体现。故我们考虑一个物理量 B，且 [B,H] ̸= 0，则

在 t 时刻

P (bm, t) = | ⟨um|ψ(t)⟩ |2

= |c1|2| ⟨um|φ1⟩ |2 + |c2|2| ⟨um|φ2⟩ |2 + 2Re
{
c1c

∗
2 exp

[
i(E2 − E1)t

h̄

]
⟨um|φ2⟩∗ ⟨um|φ1⟩

} (6.61)

可见，P (bm, t) 以 ω = E2−E1

h̄
的频率来回振荡，即

∆t ≃ 2πh̄

E2 − E1

(6.62)

∆E∆t ≃ h̄ (6.63)

进一步的，我们考虑连续谱的情况，在能量表象下

|ψ(t)⟩ =
∫

dEc(E) exp
(
− iEt

h̄

)
|φE⟩ (6.64)

满足 ∫
|c(E)|2dE = 1 (6.65)

则

c(t) =

∫
dE|c(E)|2 exp

(
− iEt

h̄

)
(6.66)

在真实的物理情况下，|c(E)|2 可能会有一个以 E = E0 为中心，而宽度为 ∆E 的峰，即

c(t) = exp
(
− iE0t

h̄

)∫
dE|c(E)|2 exp

[
− i(E − E0)t

h̄

]
(6.67)
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7.1 介绍

7.1.1 绘景的定义

绘景 (Picture)1是描述系统动力学演化时形式不同、但在物理上等价的观点。一般常用的三种绘景是 Schrödinger
绘景、Heisenberg 绘景和相互作用绘景。

在系统的动力学演化中，能够直接观测的只有两类量：(1) 可观测量的各本征值；(2) 相应该本征值的概率。为

了对体系进行理论表述，人们构造了力学量 {|ψ⟩} 和算符 {A} 的概念，它们是两个主观人造的事物，其要点在于

1. 可观测量是自然界的，客观的，不随人的意志而转移的；

2. 理论是可以人为拟定的，主观的，按照各种考量是可以改变的。

故一个可能含时的幺正变换 U，同时作用于 t 时刻的态矢量和算符，产生配套变换：

|ψ(t)⟩ →
∣∣ψU (t)〉 = U(t) |ψ(t)⟩ (7.1)

A(t) → AU (t) = U(t)A(t)U †(t) (7.2)

可以保证变换前后系统所有可观测物理性质不变，例如：

• 全部概率幅不变 〈
φU
∣∣AU ∣∣ψU〉 = ⟨φ|A |ψ⟩ (7.3)

• 基本对易关系不变

[xU , pU ] = U [x, p]U † = ih̄ (7.4)

这里所体现的物理等价原则，是下面要讲的三种绘景相互转换的依据和构成它们之间相互转换的准则。

但我们仍应注意，尽管变换前后物理等价，但系统的算符和态矢量的表达形式会有很大的改变。特别的，若 U(t)

含时，系统的运动方程的形式会发生很大的变化。

7.1.2 绘景问题的关键

下面的问题是，在体系的演化中，算符和态矢量这两个人造事物是如何分摊描写系统演化的任务，以体现出可

观测量的本征值和几率随时间演化的。这一问题的三个常见观点是：

• Schrödinger Picture：态矢量承担系统全部演化，力学量不承担。

• Heisenberg Picture：力学量承担系统全部演化，态矢量不承担。

1绘景和表象是不同的概念。表象所指的，是确定一组对易力学量完全集 (CSCO)，选取其共同本征基失，用以完成态矢量和算符的矩阵描述。而绘景问题不涉

及基矢的选择，它考虑的是系统的演化如何在态矢量和算符之间进行分配的问题。
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• Interaction Picture：各有分担

三个绘景中的算子和态矢量用顶标标记为

AS ,
∣∣ψS〉 AH ,

∣∣ψH〉 AI ,
∣∣ψI〉 (7.5)

由前面的陈述可知，绘景问题有两个要点：

1. 三个绘景物理等价，由此给出，由三个绘景计算出的任意概率幅都相同，即〈
ψS
∣∣AS ∣∣φS〉 = 〈ψH∣∣AH ∣∣φH〉 = 〈ψI∣∣AI ∣∣φI〉 (7.6)

这是支配三个绘景相互关系的基本准则，它约束了各绘景中态矢量和算符这两个人工的理论要素如何配套变

化。

2. 三个绘景表述的是同一微观系统，那么，约定在 t = 0 时刻三个绘景重合，体系的 Hamiltonian 也是一致的。∣∣ψH(t)〉 = ∣∣ψH(0)〉 = ∣∣ψS(0)〉 = ∣∣ψI(0)〉 (7.7)

AH(0) = AS(0) = AI(0) (7.8)

7.1.3 从总体规定出发分别阐述三个绘景

1. Schrödinger 绘景 ∣∣ψS(t)〉 = US(t, t0)
∣∣ψS(0)〉 (7.9)

其中演化算子

U(t, t0) = T exp
[
− i

h̄

∫ t

t0

H(τ)dτ
]

(7.10)

US(t, t0) 满足

ih̄
∂US(t, t0)

∂t
= H(t)US(t, t0) (7.11)

US(t0, t0) = I (7.12)

在此绘景中，力学量算符维持原状，于是坐标和动量算子均不显含时间。一般来说，即使算符与时间有关，也

只是由于自身的原因，而与体系的演化无关。即，在 Schrödinger 绘景中，态矢量承担由 H(t) 产生的全部演

化。

2. Heisenberg 绘景：此绘景规定态矢量不随时间演化，由此可知∣∣ψH(t)〉 = ∣∣ψH(0)〉 = ∣∣ψS(0)〉 (7.13)

AH(t) = U †(t, t0)A
S(t)U(t, t0) (7.14)

由此可见，Heisenberg 绘景的特征是，系统的全部演化由算符承担，但态矢量始终保持为初态，相应的运动方

程是： ∣∣ψH(t)〉
dt = 0 (7.15)
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dAH(t)
dt = U † ∂A

S(t)

∂t
U +

∂U †

∂t
AS(t)U + U †AS(t)

∂U

∂t

=
∂AH(t)

∂t
− 1

ih̄
U †H(t)AS(t)U + U †AS(t)

1

ih̄
H(t)U

=
∂AH(t)

∂t
− 1

ih̄
U †H(t)UAH(t)U †U +

1

ih̄
U †UAH(t)U †H(t)U

=
∂AH(t)

∂t
+

1

ih̄
[AH(t), U †H(t)U ]

=
∂AH(t)

∂t
+

1

ih̄
[AH(t),HH(t)]

(7.16)

3. 相互作用绘景：此绘景发源于微扰论的计算，其建立与微扰论密切相关，是最常用的绘景之一，它假定

H = H0 + V (7.17)

其中 H 的严格求解〸分困难，但 H0 的本征矢和本征值是已知的。故称 H0 为参照系统，V 为微扰或相互作

用项。记

U0(t, t0) = T exp
[
− i

h̄

∫ t

t0

H0(τ)dτ
]

(7.18)

为自由演化算子，在相互作用绘景中，有∣∣ψI(t)〉 = U †
0 (t, t0)

∣∣ψS(t)〉 = U †
0 (t, t0)U(t, t0)

∣∣ψS(0)〉 (7.19)

AI(t) = U †
0 (t, t0)A

S(t)U0(t, t0) (7.20)

由此可知，相互作用绘景下的时间演化算子为

U I(t, t0) = U †
0 (t, t0)U(t, t0) (7.21)

它满足的运动方程是

ih̄
dU I

dt = ih̄
dU †

0

dt U + ih̄U †
0

dU
dt = −U †

0H0U + U †
0HU

= U †
0V U = U †

0V U0U
†
0U = V I(t)U I

(7.22)

这里的 V I(t) = U †
0V U0 常被称为相互作用绘景的有效 Hamiltonian。相应的，算子 AI(t) 的运动方程是

ih̄
dAI(t)

dt = ih̄U †
0

∂AS

∂t
U0 + U †

0A
SH0U0 − U †

0H0A
SU0

= ih̄
∂AI

∂t
+ U †

0A
SU0U

†
0H0U0 − U †

0H0U0U
†
0A

SU0

= ih̄
∂AI(t)

∂t
+ [AI(t),HI

0 (t)]

(7.23)

相互作用绘景中，由于 V 和 H0 一般不对易，因此，无论 V 和 H0 是否含时，V I(t) 一般都将显含时间，从

而使得 U I 的解具有 Dyson 级数的性质，Dyson 级数的每一阶都对应着微扰的级数。在 V 相对于 H0 而言不

大时，U I(t, t0) 可迭代求解，并能合理地指望级数的收敛性至少是渐进收敛，这正是微扰论求解大量问题时的

常规做法。

7.2 关于 Heisenberg 绘景的若干讨论

在 Heisenberg 绘景中，用量子 Poisson 括号表示的算符演化方程，与 Hamilton 力学框架中用 Poisson 括号表

示的经典运动方程形式完全相同，这正是在理论物理中常用 Heisenberg 绘景进行正则量子化的原因：经典力学系统

经此正则量子化以后，立即转入 Heisenberg 绘景。
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然而，由于 Heisenberg 绘景的运动方程是算子运动方程，未知数是算子、矩阵。待求的未知数比 Schrödinger
绘景态矢方程多得多，比较难以求解，是故，Heisenberg 绘景特别有利于理论形式的探讨与经典类比，而不适合进

行具体的数值计算。

Example 1: 一维谐振子

H =
1

2m
p2 +

1

2
mω2q2 (7.24)

Solution 1: 回忆类比，有

1

ih̄
[Quantum Commutator] = {Classical Poisson} (7.25)

由于 H 不含时，有

HH = HS =
1

2m
(pH)2 +

1

2
mω2(qH)2 (7.26)

相应的计算，有
dqH
dt =

1

ih̄

[
qH ,

1

2m
(pH)2

]
=
pH

m
(7.27)

dpH
dt =

1

ih̄

[
pH ,

1

2
mω2(qH)2

]
= −mω2qH (7.28)

于是
d2qH

dt2 =
1

m

dpH
dt = −mω2qH (7.29)

求解此算子方程，有

qH(t) = q(0) cosωt+ p(0)

mω
sinωt (7.30)

pH(t) = −q(0)mω sinωt+ p(0) cosωt (7.31)

这一方程和解的形式，都与经典谐振子一致。

Example 2: 一维自由粒子

H =
1

2m
(pH)2 (7.32)

Solution 2:
dqH
dt =

1

ih̄

[
qH ,

1

2m
(pH)2

]
=
pH

m
(7.33)

dpH
dt = 0 (7.34)

则

qH(t) = q(0) +
p(0)

m
t (7.35)

pH(t) = p(0) (7.36)

特别的，可知不同时刻的 qH 算子不对易：

[qH(t), qH(0)] =

[
p(0)

m
t, q(0)

]
= − ih̄

m
t (7.37)

将不确定性关系

⟨(∆A)2⟩⟨(∆B)2⟩ ≥ 1

4
|⟨[A,B]⟩|2 (7.38)

应用于此对易子，得

⟨(∆q)2⟩t⟨(∆q)2⟩0 ≥
h̄2t2

4m
(7.39)
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这说明随着时间的推移，即使 t = 0 时粒子的位置是完全确定的，⟨(∆q)⟩t 不确定度至少是线性增长的。这种弥散，

可以通过求解一个 Gauss 波包的波动力学来表征，也可以认为这一不确定度来自于 ∆p 的时间累积效果：

⟨∆q⟩t ∼
⟨∆p⟩0
m

· t = ∆v · t (7.40)

⟨∆q⟩t⟨∆q⟩0 ≥
t

m
⟨∆q⟩0⟨∆p⟩0 ≥

h̄t

2m
(7.41)

Example 3: 荡起量子的秋千

H = ω

(
a†a+

1

2

)
+ g

(
ei2ωtaa+ e−i2ωta†a†

)
(7.42)

设 ⟨a†a⟩(0) = 0，求 ⟨a†a⟩(t)。
Solution 3:

[a†a,H] = ω[a†a, a†a] + gei2ωt[a†a, aa] + ge−i2ωt[a†a, a†a†] = −2gei2ωtaa+ 2ge−i2ωta†a† (7.43)

[aa,H] = ω[aa, a†a] + ge−i2ωt[aa, a†a†] = 2h̄ωaa+ 2ge−i2ωt
(
aa† + a†a

)
(7.44)

[a†a†,H] = ω[a†a†, a†a] + gei2ωt[a†a†, aa] = −2h̄ωaa− 2gei2ωt
(
aa† + a†a

)
(7.45)

于是

i
d(a†a)

dt = [a†a,H] = −2gei2ωtaa+ 2ge−i2ωta†a† (7.46)

i
d2(a†a)

dt2 =− i4gωei2ωtaa− 2gei2ωt
1

i

[
2ωaa+ 2ge−i2ωt

(
aa† + a†a

)]
− i4gωe−i2ωta†a† + 2ge−i2ωt

1

i

[
−2ωaa− 2gei2ωt

(
aa† + a†a

)] (7.47)

整理得
d2(a†a)

dt2 = 8g2
(
aa† + a†a

)
= 16g2(a†a+

1

2
) (7.48)

d2⟨a†a⟩
dt2 =

16g2

h̄2
⟨a†a+ 1

2
⟩ = 16g2⟨a†a⟩+ 8g2 (7.49)

故

⟨a†a⟩ = 1

4

(
e4gt + e−4gt

)
− 1

2
(7.50)

7.3 相互作用绘景算例：虚过程的有效哈密顿量

7.3.1 虚过程的概念

Ω
ω

∆

我们以一个二能级原子，受到失谐的经典电磁场辐照作为例子：

H =
1

2
Ωσz + g

(
eiωtσ− + e−iωtσ+

)
(7.51)

H = H0 + V (7.52)
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其中

σ− = |↓⟩ ⟨↑| σ+ = |↑⟩ ⟨↓| (7.53)

由于光场和原子的失谐，我们可以判定，在 g ≪ ∆ = Ω− ω 的情况下，原子是难以被激发的，原因是能量不守恒。

这一判定可以在一个相互作用绘景中得到验证 (在量子光学文献中，相互作用绘景又被称为旋转表象)。取

H0 =
1

2
ωσz (7.54)

V =
1

2
∆σz + g

(
eiωtσ− + e−iωtσ+

)
(7.55)

由我们之前推导过的结论

eABe−A = eSAB [A,B] = SAB (7.56)

可以得到

eiH0tσ+e−iH0t = σ+eiωt (7.57)

eiH0tσ−e−iH0t = σ−e−iωt (7.58)

故有效 Hamiltonian 为

VI(t) = U †
0V U0 = eiH0t

[
1

2
∆σz + g

(
eiωtσ− + e−iωtσ+

)]
e−iH0t

=
1

2
∆σz + gσx =

1

2

[
∆ 2g

2g −∆

] (7.59)

令

cos 2θ = ∆

B
sin 2θ =

2g

B
B =

√
∆2 + 4g2 (7.60)

有

VI =
B

2

[
cos 2θ sin 2θ

sin 2θ − cos 2θ

]
(7.61)

本征矢与本征值 [
cos θ
sin θ

]
→ 1

2
B

[
− sin θ
cos θ

]
→ −1

2
B (7.62)

这个模型是严格可解的

|ψ(0)⟩ =

[
0

1

]
= sin θ

[
cos θ
sin θ

]
+ cos θ

[
− sin θ
cos θ

]
(7.63)

|ψ(t)⟩ =

[
sin θ cos θ

(
e−i

1
2Bt − ei

1
2Bt
)

sin2 θe−i
1
2Bt + cos2 θei 12Bt

]
(7.64)

可见，在上态的粒子布居是极小的。

P↑ = (sin 2θ)2
(

sin 1

2
Bt

)2

=
4g2

∆2 + 4g2
· 1
2
(1− cosBt) (7.65)

但是这一过程所带来的能量修正在 AMO 领域是常见的。具体来说，当原子从外光场中吸收一个光子向上跃迁的时

候，由于能量的失谐，原子待在上能级是不稳定的，它会向下跃迁，然后放出这个光子，从微扰论的观点来看，这

是一个二阶过程，会给基态带来二阶的能量修正，即 Stark 效应。
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回到

H =
1

2
Ωσz + g

(
eiωtσ− + e−iωtσ+

)
(7.66)

此处我们还可以采用另外一种绘景，即令

H0 =
1

2
Ωσz (7.67)

V = g
(
eiωtσ− + e−iωtσ+

)
(7.68)

此时有

HI(t) = g
(
σ+ei∆t + σ−e−i∆t

)
g ≪ ∆ (7.69)

根据绘景理论，这里的 HI(t) 和前面的 VI(t) 应给出相同的物理。这里的要点是，能级的失配给出了 HI(t) 中的快

变因子，而且这个快变因子是 HI(t) 中最大的能量尺度，而由于能级的失配，上能级是有效的无激发的，于是问题

即归纳为如何有效地将上能级积掉，而得到一个只包括下能级的有效理论。

7.3.2 Raman 过程

更进一步的，我们考虑如下的一个三能级问题。|1⟩ 和 |2⟩ 是体系的两个亚稳态，而 |3⟩ 是激发态，由于跃迁的

选择定则，|1⟩ → |3⟩ 和 |2⟩ → |3⟩ 是容许的，|1⟩ → |2⟩ 是禁戒的。

|3⟩

|1⟩
|2⟩

g1 g2

∆

我们想要耦合 |1⟩ ↔ |2⟩ 能级，实现两能级上的布居交换。此时，由于 |3⟩ 的自发辐射效应极强，|1⟩ → |3⟩ → |2⟩ 有

极高的损耗而不可良好地操控，因此我们可以考虑如图的虚过程来达到我们的目的。

Raman 过程对应的 Hamiltonian 为

H0(t) = Ω1 |1⟩ ⟨1|+Ω2 |2⟩ ⟨2|+Ω3 |3⟩ ⟨3| (7.70)

V (t) = g1e
−iω1t (|1⟩ ⟨3|+ |3⟩ ⟨1|) + g2e

−iω2t (|2⟩ ⟨3|+ |3⟩ ⟨2|) (7.71)

且

Ω3 − Ω1 − ω1 = Ω3 − Ω2 − ω2 = ∆ (7.72)

相互作用绘景下的有效 Hamiltonian 为

VI(t) =e
iH0tV e−iH0t

=g1e
−iω1t

(
eiH0t |1⟩ ⟨3| e−iH0t + eiH0t |3⟩ ⟨1| e−iH0t

)
+ g2e

−iω2t
(
eiH0t |2⟩ ⟨3| e−iH0t + eiH0t |3⟩ ⟨2| e−iH0t

) (7.73)

由 eABe−A = eSAB, [A,B] = SAB，得

[iH0t, |1⟩ ⟨3|] = iΩ1t [|1⟩ ⟨1| , |1⟩ ⟨3|] + iΩ3t [|3⟩ ⟨3| , |1⟩ ⟨3|] = −i (Ω3 − Ω1) t |1⟩ ⟨3| (7.74)

[iH0t, |3⟩ ⟨1|] = iΩ1t [|1⟩ ⟨1| , |3⟩ ⟨1|] + iΩ3t [|3⟩ ⟨3| , |3⟩ ⟨1|] = i (Ω3 − Ω1) t |3⟩ ⟨1| (7.75)
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[iH0t, |2⟩ ⟨3|] = iΩ2t [|2⟩ ⟨2| , |2⟩ ⟨3|] + iΩ3t [|3⟩ ⟨3| , |2⟩ ⟨3|] = −i (Ω3 − Ω2) t |2⟩ ⟨3| (7.76)

[iH0t, |3⟩ ⟨2|] = iΩ2t [|2⟩ ⟨2| , |3⟩ ⟨2|] + iΩ3t [|3⟩ ⟨3| , |3⟩ ⟨2|] = i (Ω3 − Ω2) t |3⟩ ⟨2| (7.77)

于是
VI(t) =g1e

−iω1t |3⟩ ⟨1| ei(Ω3−Ω1)t + g2e
−iω2t |3⟩ ⟨2| ei(Ω3−Ω2)t + H.C.

=g1e
−iω1t |3⟩ ⟨1| ei(Ω3−Ω1)t + g2e

−iω2t |3⟩ ⟨2| ei(Ω3−Ω2)t + H.C.

=g1 |3⟩ ⟨1| ei∆t + g2 |3⟩ ⟨2| ei∆t + H.C.

(7.78)

此处我们看到，失谐 ∆ 又成为了这一 Hamiltonian 中的最大能量尺度。

这一过程的要点是，|3⟩ 能级是有效地被虚激发的，因此，我们期望得到一个有效的二能级 Hamiltonian，它要

描述的是：

• |1⟩ ↔ |2⟩ 的布居转换

• |1⟩ , |2⟩ 各自的 Stark shift

7.3.3 双势阱模型

这样一种思路不仅在 AMO 体系中存在，在凝聚态物理中也〸分常见。我们以 Mott 绝缘体中的反铁磁序为例，

考虑如下的双势阱模型。

↑ ↓↑ ↓
↓↑

由于 |↑↓⟩ 可以通过如图的非共振的隧穿虚过程来获得一个二阶的能量修正，因此，|↑↓⟩ 和 |↓↑⟩ 的能量比 |↑↑⟩ 或 |↓↓⟩
低，这种机制被称为超交换，它可被认为是反铁磁的起源。同样的，在这一体系中，我们略去高能的虚激发，得到

低能的有效 Hamiltonian
Heff = JS⃗L · S⃗R (7.79)

7.3.4 虚过程

由此可见，我们在这里所处理的问题有一类共性，即体系被分成两个能量区域：lower manifold 和 upper manifold，
这两个区域之间的耦合强度 g 是远小于能量的失谐 ∆ 的，此时 upper manifold 是有效无激发或虚激发的，而借助

上能级的粒子的“激发——回跳”这一快过程，lower manifold 中就可以出现许多有意义的物理过程，这些过程在量子

光学中被称为虚过程。

从数学上来说，我们即是要处理一类带有快变因子的、时间尺度大于 ∆
h̄

的 Hamiltonian，即想办法把虚激发的

上能级“积分积掉”，或绝热去除掉，从而得到一个缓变的 Hamiltonian，以表述体系长时间运动平均的动力学过程。

有效 Hamiltonian(一)

考虑如下形式的 Hamiltonian：
HI = Ae−iωt +A†eiωt (7.80)

设 A 不含时，A†A 的所有本征值都 ≪ ω2。我们通过计算 Dyson 级数的方法，得出它所描述的虚过程的有效 Hamil-
tonian。

U(t) = 1− i

∫ t

0

HI(τ)U(τ)dτ (7.81)
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这里我们假设 t≫ 1
ω
，即我们考虑的时间尺度相对于高频振荡 ω 而言是极大的，这即意味着 U(t) 中所有以 ω 振荡

的项都可以被平均而忽略掉！

U0(t) = 1 (7.82)

U1(t) =1− i

∫ t

0

HI(τ)dτ

=1− i

∫ t

0

(
Ae−iωτ +A†eiωτ

)
dτ

=1− i

(
e−iωt − 1

−iω
A+

eiωt − 1

iω
A†
) (7.83)

U2(t) =1− i

∫ t

0

H(τ)U1(τ)dτ

=1− i

∫ t

0

(
Ae−iωτ +A†eiωτ

) [
1− i

(
e−iωτ − 1

−iω
A+

eiωτ − 1

iω
A†
)]

dτ
(7.84)

此时我们的思路是，若存在一个 Heff 来概括低能有效的体系演化，那么

Ueff ≈ 1− iHefft (7.85)

由此，我们应去关注 U2(t) 中 t 的线性项，即

U2(t) =1− i

∫ t

0

(
Ae−iωτ +A†eiωτ

) [
1− i

(
e−iωτ − 1

−iω
A+

eiωτ − 1

iω
A†
)]

dτ

≈1− i

∫ t

0

(
e−iωτ

e−iωτ − 1

ω
AA− eiωτ

eiωτ − 1

ω
A†A† +

1− eiωτ

ω
A†A− 1− e−iωτ

ω
AA†

)
dτ

≈1− i

∫ t

0

(
1

ω
A†A− 1

ω
AA†

)
dτ

=1− i
(−1)

ω
[A,A†]t

(7.86)

即

Heff = − 1

ω
[A,A†] (7.87)

7.3.5 有效 Hamiltonian(二)

以下我们考虑用另一种方法来得到这个有效 Hamiltonian。从 U(t) 满足的方程出发，

ih̄
∂

∂t
U(t) = HI(t)U(t) (7.88)

考虑一个算符 O(t) 的时间平均，其定义为

O(t) =

∫ +∞

−∞
f(t− t′)O(t′)dt′ (7.89)

这里的 f(t) 是实值的，且面积为 1 的一个函数，扮演着低通滤波器的角色，O(t) 的一切高频振荡行为都被其归 0，
分布积分即有

∂O(t)

∂t
=

(
∂O(t)

∂t

)
(7.90)
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Proof:
∂O(t)

∂t
=

∫ +∞

−∞

[
∂

∂t
f(t− t′)

]
O(t′)dt′

=

∫ +∞

−∞
−
[
∂

∂t′
f(t− t′)

]
O(t′)dt′

=− f(t− t′)O(t′)
∣∣+∞
−∞ +

∫ +∞

−∞
f(t− t′)

∂

∂t′
O(t′)dt′

=

(
∂O(t)

∂t

)
(7.91)

由此，支配这一体系的有效 Hamiltonian，可被定义为

ih̄
∂

∂t
U(t) = HeffU(t) (7.92)

即 Heff 表述的是体系的演化的时间平均，这一平均滤去了高频的振荡行为。而由

ih̄
∂

∂t
U(t) = HI(t)U(t) (7.93)

有

HeffU(t) = HI(t)U(t) (7.94)

Heff =
HI(t)U(t)

U(t)
(7.95)

这里要注意的是，虽然 U(t) 是幺正的，但 U(t) 则不尽然，因此，这一 Heff 表达式有一严重的问题，即 Heff 的厄米

性无法保证。这里出现 U(t) 的非幺正是〸分显然的：我们把 Hilbert 空间分成了 lower 和 upper 两个 manifold，并

试图用时间平均的方法把 upper 部分去掉，出现非幺正的演化也就在所难免，这里的处理办法是“强行厄米化”，即令

Heff(t) =
1

2

[
Heff(t) +H†

eff(t)
]

(7.96)

根据 U(t) = T exp
[
− i
h̄

∫ t
0
HI(τ)dτ

]
，我们可以得到 U(t) 的逐级展开表达：

U1(t) = 1− i

h̄

∫ t

0

HI(τ)dτ = 1 + V1(t) (7.97)

故

Heff(t) = HI(t)[1 + V1(t)] · [1− V1(t)]

= HI(t) +HI(t)V1(t)−HI(t) · V1(t)
(7.98)

再根据 HI(t) = H†
I (t), V

†
1 (t) = −V1(t)，即有

Heff(t) = HI(t) +
1

2

{
[HI(t), V1(t)]− [HI(t), V1(t)]

}
(7.99)

下面讨论 HI 具有谐振性的时间依赖形式：

HI(t) =

N∑
n=1

(
Ane

−iωnt +A†
ne
iωnt
)

(7.100)
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7.3.6 有效 Hamiltonian 的若干应用

Ω
ω

∆

单原子——单模光场相互作用

H =
1

2
Ωσz + ωa†a+ g(a† + a)(σ+ + σ−) (7.101)

所谓耦合，就是一个体系的算符，与另一个体系的算符相乘。

H0 =
1

2
Ωσz ⊗ Ip + ωIa ⊗ a†a (7.102)

V = g(a† + a)(σ+ + σ−) (7.103)

VI(t) = g(a†eiωt + ae−iωt)(σ+eiΩt + σ−e−iΩt)

= g(a†σ−e−i∆t + aσ+ei∆t) + g(a†σ+eiΣt + aσ−e−iΣt)
(7.104)

在 g ≪ ∆ ≪ ω,Ω ∼ Σ 的情况下，有

Heff = −g
2

∆
[a†σ−, aσ+]− g2

Σ
[aσ−, a†σ+] (7.105)

由 σ+σ− + σ−σ+ = 1

σ+σ− − σ−σ+ = σz
⇒

σ+σ− = 1
2
(1 + σz)

σ−σ+ = 1
2
(1− σz)

(7.106)

Heff =− g2

∆
[a†σ−, aσ+]− g2

Σ
[aσ−, a†σ+]

=− g2

∆

[
a†aσ−σ+ − aa†σ+σ−]− g2

Σ

[
aa†σ−σ+ − a†aσ+σ−]

=
g2

∆

(
a†aσz +

1

2
σz +

1

2

)
+
g2

Σ

(
a†aσz +

1

2
σz −

1

2

) (7.107)

Notation: 由于 ∆ ≪ Σ，因此，后项的贡献是远远小于前项的，故常略去后项。在处理 Hamiltonian 时，常把这

些更快的快变项去除，这就是量子光学中所谓的“旋转波近似”，即

V = g(a† + a)(σ− + σ+) ≈ g(a†σ− + aσ+) (7.108)

而这里被抛弃的 g(a†σ+ + aσ−) 被称为反旋波项 (counter rotating term)，它的贡献一般是被忽略的。从物理上看，

这是保留能量近似守恒的慢变量 a†σ− + aσ+ 项，而丢掉能量更不守恒的快变项 a†σ+ + aσ−。再看

Heff =
g2

∆
σz

(
a†a+

1

2

)
(7.109)

原子物理中的 Stark 效应：

H =
1

2
ωσz + gσx (7.110)

重新审视荡秋千问题

H =
p2

2m(t)
+

1

2
m(t)ω2x2 (7.111)
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一阶近似下，有

H0 =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 = ωa†a (7.112)

而 m(t) = m+ δm(t) 诱导了

H1 = α1(t)p
2 + α2(t)x

2 (7.113)a
† =

√
i

2mω
p+ i

√
mω
2
x

a =
√

i
2mω

p− i
√

mω
2
x

(7.114)
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8.1 问题的提出

至今为止，我们所讨论的都是状态已完全知道的体系，但在实际问题中，我们对体系的状态的信息并不能完全

掌握。我们主要遇到的情况会是下面两种。

8.1.1 统计的不完备性

以 Stern-Gerlach 实验为例

Oven

Filter

经过 filter 之后，
上 ⇒ 100% |↑⟩

下 ⇒ 100% |↓⟩
(8.1)

不确定的因素在于，当银原子出了 Oven 而未通过 filter 时，它们的指向是各自随机的：

|ψ⟩ = cos θ
2
|↑⟩+ sin θ

2
eiφ |↓⟩ θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π] (8.2)

这一状态与球面上的一个单位矢量 [sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ]T 相对应，这个单位矢量被称为 |ψ⟩ 所对应的 Bloch
矢量。

粒子的状态分布，在球面上可以用函数 P (θ, φ) 来表述：

N(θ → θ + dθ, φ→ φ+ dφ)
N

= P (θ, φ) sin θdθdφ (8.3)

其中 ∫
P (θ, φ) sin θdθdφ = 1 (8.4)

问题在于，如何在不能确切知道各个粒子状态的情况下，即基于不完备的知识，对这一体系进行量子力学的描述，而

这种描述手段所给出的结果和预言，又要最大限度地体现这是不完备的知识？

8.1.2 纠缠

而另一种信息的不完备，来自于所谓的纠缠 (entanglement)，即我们所考虑的物理体系只是一个大体系的一

小部分。此时，这个大的整体体系，可用一个态矢量 |ψ⟩ 来表述，但是小体系显然是不能的。

H = HS +HB +HInt = HS +HB +XSXB (8.5)

45
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System Bath

System 可测可知；Bath/environment 一般不易测不易知。

• Initial:
|ψ(0)⟩ = |ψS(0)⟩ ⊗ |ψB(0)⟩ (8.6)

• Evolution:
|ψ(t)⟩ = a1 |ψS1⟩ |ψB1⟩+ a2 |ψS2⟩ |ψB2⟩ (8.7)

• Entangle: |ψ(t)⟩ 不能写成 |ψS⟩ ⊗ |ψB⟩ 直积的形式，即为纠缠。

Example:
HI

int = g(σz1 + I1)(σz2 + I2) (8.8)

1

2
[|0⟩+ |1⟩]1 [|0⟩+ |1⟩]2

t= π
4g−→ 1

2
[|00⟩+ |01⟩+ |10⟩ − |11⟩]

=
1√
2
|0⟩1 |+⟩2 +

1√
2
|1⟩1 |−⟩2

(8.9)

其中

|±⟩ = 1√
2
[|0⟩+ |1⟩] (8.10)

Properties: 考虑 1√
2

[
|00⟩+ |11⟩ eiθ

]
，测量 σz1 ⊗ I2 和 σx1 ⊗ I2

• σz1 ⊗ I2

P (−1) =
1

2
P (1) =

1

2
(8.11)

• σx1 ⊗ I2
1√
2

[
|00⟩+ |11⟩ eiθ

]
=

1

2
√
2

{
(|0⟩+ |1⟩)

[
|0⟩+ |1⟩ eiθ

]
+ (|0⟩ − |1⟩)

[
|0⟩ − |1⟩ eiθ

]}
(8.12)

P (−1) =
1

2
P (1) =

1

2
(8.13)

由此可知，对于 spin 1
2
⊗ spin 1

2
来说，形如 1√

2
(|↑⟩ |+⟩+ |↓⟩ |−⟩) 的态，在对其中的一个粒子施行局域的任何方向的

测量时，所得的两种态的几率都是 1
2
。这说明了这一状态不能写为 |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ 的直积形式。因为 |ψ1⟩ 是 n⃗ · σ⃗ 的本

征态且本征值为 1，这里 n⃗ 的定义为

|ψ1⟩ ⟨ψ1| =
1

2
(I + n⃗ · σ⃗) (8.14)

|ψ1⟩ ⟨ψ1|ψ1⟩ =
1

2
|ψ1⟩+

1

2
n⃗ · σ⃗ |ψ1⟩ = |ψ1⟩ (8.15)

n⃗ · σ⃗ |ψ1⟩ = |ψ1⟩ (8.16)

由此可见

于是，这里的问题归结于，如何对一个整体体系的子体系进行量子力学描述，并由此描述得出相应的局域物理

量的正确测量预言。

这里的“对子体系进行描述”包含两种含义：
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1. 在我们仅对子体系的信息完全掌握，对全局信息的掌握并不完备的时候，我们应当怎么办？

2. 当我们“形式上的”获得了关于整个体系的描述，但是对于环境的表述是过于冗长的，而且在研究问题中是不必

要的情况下，我们如何略去环境而得到一个描述我们所关注的子体系的有效理论？

8.2 量子态的统计混合

8.2.1 正则系综

当我们对一个体系所具备的知识不完备时，我们应当求助于统计学的概念。

Example 1: 处于温度 T 的热力学平衡的体系，它处于能量为 En 的态的几率为

P (En) =
gn
Z

exp
(
− En
kBT

)
(8.17)

其中 gn 是简并度，Z =
∑

n gn exp
(
− En

kBT

)
。

Example 2: 如何区分线偏光、椭偏光和部分偏振光？分辨方法：玻片 −b |H⟩+ a |V ⟩

• Linear Polarized: a |H⟩+ b |V ⟩ ⇒ 消光

• Elliptically Polarized: a |H⟩+ beiθ |V ⟩ ⇒ 加上玻片后透射光强有起伏，会消光

• Partial Polarized: a2 |H⟩ , b2 |V ⟩ ⇒ 不起伏，无消光

由上面的三个例子可见，一般而言，在 QM 中我们所具备的关于某一体系的不完备的知识，往往以下列形式体

现：该体系以概率 Pi 处于在 |ψi⟩。即 {(|ψi⟩ , Pi)} 的非相干统计混合，其中
∑
Pi = 1，这与相干的态叠加是有本质

区别的！

8.2.2 量子系综

我们引入了一个重要的基本概念——量子系综，以对此类问题进行总体上的统计性描述。

Definition: N 个微观粒子复本组成的状态集合，集合中粒子处于各种不同的，不一定相互正交的态上，假定集合

的分布是：ni 个粒子处于 |ψi⟩，称此集合为一个量子系综，记为

ε = {|ψi⟩ , ni,
∑
i

ni = N} (8.18)

故，量子系综一般是由不同的纯态组成的状态集合，当 N → ∞ 时，ni

N
→ Pi，有

ε = {|ψi⟩ , Pi,
∑
i

Pi = 1} (8.19)

这里的概率分布 {Pi} 被假定是先验的，要么通过另外的分析和计算得到，要么根据实验测量确定。由此，我们可以

引入两个概念——纯态和混态。

Definition: 如果一个系综中，所有的体系复本都处在同一量子态 |ψ⟩ 上，那么这个系统就被称为纯态系综，此时

ε = {|ψ⟩ , P|ψ⟩ = 1} (8.20)

反之，若干个纯态系综按照一定几率分布进行非相干混合，所得到的就是混态系综。

Notation:
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• 系综定义中的“大量微观粒子复本”不一定是指大量粒子，也可以指同一微观粒子经历大量不同的时间演化或测

量。实验上就是利用这一观点对大量重复实验的结果进行统计解释的。

• 由量子力学的基本假设得知，任何一个孤立的物理体系一定处在一个确定的量子态上，这个态 |ψ⟩ 是 Hilbert
空间中的一个态矢量，这即是说，它必定是一个纯态，只是因为它到底处在哪个纯态上的信息是不完备的，所

以才引入混态的概念去描述它。

8.2.3 对体系做 B 的测量

令 B : {Bn, |un⟩}，而 |ψk⟩ = Ank |un⟩，Ank = ⟨un|ψk⟩，则得到 Bn 的几率

PBn
=
∑
k

|Ank|2Pk (8.21)

⟨B⟩ =
∑
n

BnPBn
=
∑
n

Bn
∑
k

|Ank|2Pk

=
∑
n

Bn
∑
k

Pk ⟨un|ψk⟩ ⟨ψk|un⟩ =
∑
n,k

BnPk ⟨un|ψk⟩ ⟨ψk|un⟩
(8.22)

Notation:

• |ψ1⟩ , |ψ2⟩ , · · · 不必然要正交，但后面可以看到，我们总可以把它们认为是正交的。

• 在这一问题中，概率的概念出现了两次，在两个不同的阶段它们有完全不同的含义，这是我们必须要区分的。

1. 先验概率 Pk 来自于对初态认知的不完备信息，是非相干混合。

2. PBn
是出现在应用关于测量的假定时，此时，即使被测物体的初态是完全知晓的，测量的结果也只能用概

率的形式来表达。这一概率来自于量子力学中关于测量的概率性的基本假设，在这一步测量中，一个确定

性的态将会走向统计性的混合。

|ψ⟩ =
∑
i

ci |ui⟩
B−→ {|ui⟩ , c2i }

全同，每个粒子都处于 |ψ⟩ 上 每个粒子的状态各不相同，|ui⟩ 出现的几率为 c2i

(8.23)

这里测量前后的状态是完全不一样的，原因在于相干叠加的 c1c
∗
2 项会导致具有物理意义的干涉效应，这

是非相干的混合所不具有的。

8.3 密度矩阵方法

8.3.1 密度矩阵的引入

由前可知，涉及混态的任何有定义的问题，都可用一组态矢的非相干求和的统计平均方法来表述。但是，这对

于混态和混态的平均计算方式是不同的。

• 纯态：量子平均 & 相干性

• 混态：经典平均 & 非相干 + 量子平均 & 相干性

理论上，用同一种方式处理纯态和混态是不完善的，而实践中这种统计平均的方法所导致的计算常是繁复而不明确

的。为此，von Newmann 提出密度矩阵方法，以统一地表示纯态和混态。

Definition: 一个量子系综 ε = {|ψi⟩ , Pi} 对应的密度矩阵是 ρ =
∑

i Pi |ψi⟩ ⟨ψi|，即其所含纯态的投影算子的权重

和。在这里我们要注意的是，为了表述纯态的非相干混合，我们不能使用形如 |ψ⟩ =
∑

i

√
ρi |ψi⟩ 的相干叠加形式，

而是转而寻求算子的几率混合。
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8.3.2 密度矩阵的性质

(1) ρ 是厄米的，ρ = ρ†

(2) tr(ρ) = tr(Pi |ψi⟩ ⟨ψi|) =
∑

i Pi = 1

(3) ρ 是半正定的，存在正交谱分解，即 ∃ |bi⟩ , ⟨bi|bj⟩ = δij，满足

ρ =
∑
i

ωi |bi⟩ ⟨bi| ωi ≥ 0,
∑
i

ωi = 1 (8.24)

(4) tr(ρ2) =
∑

i ω
2
i ≤ 1

ρ =
∑
i

ωi |bi⟩ ⟨bi| (8.25)

ρ2 =
∑
i

ω2
i |bi⟩ ⟨bi| (8.26)

则

tr
(
ρ2
)
=
∑
i

ω2
i ≤ 1 (8.27)

当且仅当 ∃ωi = 1 时等号成立。

(5) 力学量

B =
∑
n

Bn |un⟩ ⟨un| (8.28)

期望值
⟨B⟩ =

∑
n,k

BnPk ⟨un|ψk⟩ ⟨ψk|un⟩

= tr
[∑
n,k

(Bn ⟨un|un⟩) (Pk ⟨ψk|ψk⟩)

]
= tr(Bρ)

(8.29)

这是力学量的期望值用密度矩阵的表达形式。这说明只要有 ρ 的形式，就可以知道体系任一物理量测量的结

果。

(6) ρ 的运动方程

ρ =
∑
i

Pi |ψi⟩ ⟨ψi| (8.30)

ih̄
dρ
dt = ih̄

∑
i

Pi

(
d
dt |ψi⟩ ⟨ψi|+ |ψi⟩

d
dt ⟨ψi|

)
=
∑
i

(HPi |ψi⟩ ⟨ψi| − Pi |ψi⟩ ⟨ψi|H)

= [H, ρ]

(8.31)

d⟨A⟩
dt =

d
dt tr(Aρ) = tr

(
∂A

∂t
ρ

)
+ tr

(
A

dρ
dt

)
= ⟨∂A

∂t
⟩+ tr

[
A

1

ih̄
(Hρ− ρH)

]
= ⟨∂A

∂t
⟩+ 1

ih̄
⟨[A,H]⟩

(8.32)

由此，当知道了某一时刻系综的密度矩阵，可以预言此后任一时刻体系的密度矩阵。
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(7) 密度矩阵的矩阵表示和物理意义：在基 {|un⟩} 下，密度矩阵 ρ 有矩阵元

ρnm = ⟨un|
∑
i

Pi |ψi⟩ ⟨ψi|um⟩ (8.33)

其物理意义为

– 对角元 ρnn =
∑

i Pi| ⟨un|ψi⟩ |2 表示对系综做 {|un⟩} 测量，塌缩到 {|un⟩} 上的几率。由此，称 ρnn 为 |un⟩
上的布居数。

– 相干元 ρnm =
∑

i Pi ⟨un|ψi⟩ ⟨ψi|um⟩ 表示 |un⟩ 和 |um⟩ 之间的干涉项，若 |ψi⟩ 是 |un⟩ 和 |um⟩ 的叠加。

Notation:

• 即使所有的 ⟨um|ψi⟩ ⟨ψi|um⟩ 都不为 0，ρnm 也可以通过 Pi 平均而归 0. 这是因为 ⟨um|ψi⟩ ⟨ψi|um⟩ 是复数，而

⟨um|ψi⟩ ⟨ψi|un⟩ 是正实数。ρnm = 0 说明 |un⟩，|um⟩ 之间的干涉效应通过平均而归零。反之，若 ρnm ̸= 0，则

一定存在相干性。

• 对于任意 ρ，做 {|un⟩} 测量，所导致的结果一定是对奖元不变，而非对角元归 0. 以纯态为例

|ψ⟩ =
∑
i

ci |ui⟩ ρ =
∑
ij

cic
∗
j |ui⟩ ⟨uj | (8.34)

测量后 {
|ui⟩ , c2i

}
ρ =

∑
i

|ci|2 |ui⟩ ⟨ui| (8.35)

8.3.3 密度矩阵的经典对应——经典统计力学中的相空间密度 ρ

{q, p} : q̇ =
∂H

∂p
ṗ = −∂H

∂q
(8.36)

一个代表点在相空间中的坐标为 (q, p)，速度为 (q̇, ṗ)

8.3.4 约化密度矩阵

下面我们回到前面所说的另一种信息不完备的情形，即我们关注的体系是一个大体系中的子体系。

System 1 System 2
Couple

V = V1 ⊗ V2 (8.37)

|a, α⟩ = |a⟩ ⊗ |α⟩ (8.38)

整个体系的密度矩阵具有形式

ρ = ρaα,bβ |a, α⟩ ⟨b, β| (8.39)

以下考虑对体系 1 测量力学量 A = A⊗ I2，A 可写为

A =
∑
n,α

An |un, α⟩ ⟨un, α| (8.40)
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则具有
⟨A⟩ = tr (ρA)

=
∑

a,b,n,d,α,β,γ,δ

⟨d, δ|An |un, γ⟩ ⟨un, γ| ρaα,bβ |a, α⟩ ⟨b, β|d, δ⟩

=
∑
a,b,n

Paα,bαAn ⟨1|un⟩ ⟨un|a⟩

= tr1 [tr2 (ρA)]

(8.41)

其中

tr2 (ρA) =
∑
a,b,α

ρaα,bα |a⟩ ⟨b| (8.42)

Example:
|ψ⟩ = 1√

2
(|00⟩+ |11⟩) (8.43)

ρ =
1

2
(|00⟩+ |11⟩) (⟨00|+ ⟨11|) (8.44)

ρ1 = tr2(ρ) =
1

2
(|0⟩ ⟨0|+ |1⟩ ⟨1|) (8.45)

若 |ψ′⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩)，同样有 ρ1 = tr2(ρ) = 1

2
(|0⟩ ⟨0|+ |1⟩ ⟨1|)。这里 |ψ⟩ 和 |ψ′⟩ 都是两体纯态，但所得但 ρ1

是混态，且是相同的。

密度矩阵的演化方程被称为主方程，只能在一些特定的近似下写出并求解。

8.4 自旋 1
2 粒子的纯态和混态, Bloch 球描述

8.4.1 处于态 |ψ⟩ 的自旋 1
2
粒子

|ψ⟩ =

(
e−i

φ
2 cos θ

2

ei
φ
2 sin θ

2

)
(8.46)

ρ = |ψ⟩ ⟨ψ| =

(
cos2 θ

2
e−iφ sin θ

2
cos θ

2

eiφ sin θ
2

cos θ
2

sin2 θ
2

)
(8.47)

8.4.2 密度矩阵的凸性

8.4.3 时间演化和退相干过程的 Bloch 球描述

H =
1

2
B0σz +

1

2
δB(t)σz (8.48)

在相互作用绘景下

V =
1

2
δB(t)σz (8.49)

初态

|ψ(0)⟩ = 1

2
(|0⟩+ |1⟩) (8.50)

末态

|ψ(t)⟩ = 1

2
(|0⟩+ eiϕ |1⟩) (8.51)

在实验中，我们先制备 |0⟩+ |1⟩ 态，再让系统进行演化，再测量。

在实验中有三个时间尺度
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1. Every run of pulse. 即每次演化持续时间。

8.5 量子统计中的密度矩阵

8.5.1 微正则系综

8.5.2 正则系综



第九章 量子力学中的 Berry 相和拓扑

9.1 拓扑的基本概念

9.1.1 介绍

拓扑是几何学的一个分支，拓扑学研究几何物体的那些在连续变换下保持不变的几何性质。物理学和数学中有

一些显而易见的拓扑性质的例子，我们列举两个。

Example 1: 留数定理

Example 2: Gauss 定理。当 Gauss 面的变换不触碰到这个点电荷时，Gauss 面上的电通量积分即为不变量。

9.2 Berry 相

对于 Schrödinger 方程

ih̄
d
dt |ψ(t)⟩ = H(t) |ψ⟩ (9.1)

设初态为

|ψ(0)⟩ =
∣∣∣n(R⃗(t0))〉 (9.2)

猜测解为

|ψ(t)⟩ = eiθ(t)
∣∣∣n(R⃗(t))〉 (9.3)

将上式代回 Schrödinger 方程，得到

En |n⟩ = −h̄dθ
dt |n⟩+ ih̄

d
dt |n⟩ (9.4)

将 ⟨n| 作用在方程左右两边，

− h̄
dθ
dt = En − ih̄ ⟨n| d

dt |n⟩ (9.5)

θ(t) = − 1

h̄

∫ t

0

En(t
′)dt′ + i

∫ t

0

⟨n(t′)| d
dt |n(t

′)⟩dt′ (9.6)

令

αn(t) = − 1

h̄

∫ t

0

En(t
′)dt′ (9.7)

γn(t) = i

∫ t

0

⟨n(t′)| d
dt |n(t

′)⟩dt′ (9.8)

αn(t) 被称为动力学相 (conventional dynamical phase)，γn(t) 被称为 Berry Phase。我们可以证明 γn(t) 是纯虚数。

由于 ⟨n|n⟩ = 1，方程两边同时对 t 求导，得 〈
dn
dt

∣∣∣∣n〉+

〈
n

∣∣∣∣dndt
〉

= 0 (9.9)

53
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γn = i

∫ t

0

⟨n|∇Rn⟩
dR⃗
dt′ dt′ = i

∫ Rf

Ri

⟨n|∇Rn⟩dR⃗ (9.10)

故 Berry Phase 不依赖时间。

9.3 Berry Vector Potential

An = i ⟨n|∇R⃗ |n⟩ (9.11)

Berry 矢势来源于规范变化 (gauge transformation)。

|n(R)⟩ → eiξ(R) |n(R)⟩ (9.12)

An(R) → An(R)−∇Rξ(R) (9.13)

γn → γn + ξ[R(0)]− ξ[R(T )] (9.14)

量子力学中的规范不变性是指 Schrödinger 方程在规范变化下形式不变，因此规范变化需要满足

eiξ[R(0)] |n(0)⟩ = eiξ[R(T )] |n[R(T )]⟩ (9.15)

对于环路 C，应用 Stokes 定理

γn = i

∮
C

〈
n(R⃗)

∣∣∣∇R⃗

∣∣∣n(R⃗)〉 · dR⃗

= − Im
∮
C

〈
n(R⃗)

∣∣∣∇R⃗

∣∣∣n(R⃗)〉 · dR⃗

= − Im
∫∫

dS⃗ ·
[
∇×

〈
n(R⃗)

∣∣∣∇R⃗

∣∣∣n(R⃗)〉]
= − Im

∫∫
dSiεijk∇j

〈
n(R⃗)

∣∣∣∇k

∣∣∣n(R⃗)〉
= − Im

∫∫
dS⃗ ·

[〈
∇n(R⃗)

∣∣∣× ∣∣∣∇n(R⃗)〉]
(9.16)

γn =

∮
A⃗n(R⃗) · dR⃗

=

∫∫
dS⃗ ·

[
∇× A⃗n(R⃗)

]
= − Im

∫∫
dSiεijk∇j ⟨n(R)|∇k

∣∣∣n(R⃗)〉
= − Im

∫∫
dS⃗ ·

[〈
∇n(R⃗)

∣∣∣× ∣∣∣∇n(R⃗)〉]
(9.17)

其中，定义 Berry 曲率 (Berry curvature) 为 ∇× A⃗n(R⃗)

Fjk =
∂Ak
∂Rj

− ∂Aj
∂Rk

= i (∇j ⟨n|∇Rn⟩ − ∇k ⟨n|∇Rn⟩) = i (⟨∇jn|∇Rn⟩ − ⟨∇kn|∇Rn⟩) (9.18)

我们可以将 Fjk 视为参数空间的磁场

An = i ⟨n|∇Rn⟩ (9.19)
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Ai =
1

2
εijkAjk (9.20)

Example: Two-level system
H = d⃗ · σ⃗ (9.21)

d⃗ = |d|[sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ] (9.22)

H = |d|

(
cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

)
(9.23)

|−⟩ =

(
sin θ

2
e−iφ

− cos θ
2

)
˜|−⟩ =

(
sin θ

2

− cos θ
2
eiφ

)
(9.24)

B = − Im ⟨∇n| × |∇n⟩ (9.25)

Aθ = i ⟨−| ∂
∂θ

|−⟩ = 0 (9.26)

Aφ = i ⟨−| ∂
∂φ

|−⟩ =
(

sin θ
2

)2

(9.27)

Fθφ =
∂Aφ
∂θ

− ∂Aθ
∂φ

=
1

2
sin θ (9.28)

B⃗ = ∇× A⃗ = Fθφr̂ (9.29)

dS =

∫
dθdφ sin θ (9.30)

B = − Im ⟨∇−| × |∇−⟩ (9.31)

Example 3:
H = d⃗(k⃗) · σ⃗ (9.32)

其中 k⃗ = (k1, k2)

Solution 3:
F12 =∂1A2 − ∂2A1

=i∂1 ⟨n|∂2n⟩ − i∂2 ⟨n|∂1n⟩

=i (⟨∂1n|∂2n⟩ − ⟨∂2n|∂1n⟩)

=
∑
m̸=n

i (⟨∂1n|m⟩ ⟨m|∂2n⟩ − ⟨∂2n|m⟩ ⟨m|∂1n⟩)

(9.33)

运用

⟨m|∂jn⟩ =
⟨m| ∂jH |n⟩
En − Em

(9.34)

即有

F12 =
∑
m ̸=n

i

[
⟨n| ∂1H |m⟩ ⟨m| ∂2H |n⟩

(En − Em)2
− ⟨n| ∂2H |m⟩ ⟨m| ∂1H |n⟩

(En − Em)2

]
(9.35)

当在二能级体系运用时，有 |n⟩ = |−⟩ , |m⟩ = |+⟩ , (En − Em)
2 = 4d2，故

F12 =
i

4d2

(
⟨−| ∂1d⃗ · σ⃗ |+⟩ ⟨+| ∂2d⃗ · σ⃗ |−⟩ − ⟨−| ∂2d⃗ · σ⃗ |+⟩ ⟨+| ∂1d⃗ · σ⃗ |−⟩

)
=

i

4d2

[
⟨−| ∂1d⃗ · σ⃗ (|+⟩ ⟨+|+ |−⟩ ⟨−|) ∂2d⃗ · σ⃗ |−⟩ − ⟨−| ∂2d⃗ · σ⃗ (|+⟩ ⟨+|+ |−⟩ ⟨−|) ∂1d⃗ · σ⃗ |−⟩

]
=

i

4d2

[
⟨−|
(
∂1d⃗ · σ⃗

)(
∂2d⃗ · σ⃗

)
|−⟩ − ⟨−|

(
∂2d⃗ · σ⃗

)(
∂1d⃗ · σ⃗

)
|−⟩
] (9.36)
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此时，我们运用一个数学结论，这个结论在之后的推导中将经常出现(
σ⃗ · A⃗

)(
σ⃗ · B⃗

)
=
∑

σiσjAiBj =
∑

AiBj (δij + iεijkσk) = A⃗ · B⃗ + iσ⃗ ·
(
A⃗× B⃗

)
(9.37)

有

F12 =
i

4d2
⟨−| 2iσ⃗ ·

(
∂1d⃗× ∂2d⃗

)
|−⟩

=− 1

2d2
⟨−| σ⃗ ·

(
∂1d⃗× ∂2d⃗

)
|−⟩

=− 1

2d2
tr
[
σ⃗ ·
(
∂1d⃗× ∂2d⃗

)
|−⟩ ⟨−|

] (9.38)

此时，我们再考虑 H = d⃗ · σ⃗ 的两个本征态：

• |+⟩ 态对应于 Bloch 矢量 |d⃗|
d

• |−⟩ 态对应于 Bloch 矢量 − |d⃗|
d

Hρ+ =
(
d⃗ · σ⃗

)
(9.39)

F12 =− 1

2d2
tr
[
σ⃗ ·
(
∂1d⃗× ∂2d⃗

)
ρ−

]
=− 1

2d2
tr
[
σ⃗ ·
(
∂1d⃗× ∂2d⃗

) 1

2
(I − m⃗ · σ⃗)

]
=− 1

4d2
tr
[
σ⃗ ·
(
∂1d⃗× ∂2d⃗

)
(I − m⃗ · σ⃗)

]
=

1

4d3
tr
[
d⃗ ·
(
∂1d⃗× ∂2d⃗

)]
=

1

2d3
d⃗ ·
(
∂1d⃗× ∂2d⃗

)
(9.40)

m⃗ =
d⃗

|d|
(9.41)

Fij =
1

2
m⃗ ·
(
∂m⃗

∂k1
× ∂m⃗

∂k2

)
(9.42)

映射度
1

4π

∫
Jdk1dk2 = N (9.43)

9.4 拓扑相变：临界点附近的 Dirac Fermion

9.4.1 Motivation

在前面的分析中，我们详尽地论述了一个二能级模型

H(k⃗) = d⃗(k⃗) · σ⃗ k⃗ = (k1, k2) (9.44)

的 Berry Curvature 的结构

Fij =
1

2
εabcna∂inb∂jnc n⃗ =

d⃗

|d|
(9.45)

Fij 实际上是映射 (k1, k2) → d⃗(k1,k2)
|d| 的 Jacobian，而 Chern Number

C =
1

2π

∫
dk1

∫
dk2Fij (9.46)
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是映射 T 2 → S2 的映射度。这个拓扑不变量是被能隙保护的，只要在变化中保持 |d⃗(k⃗)| ̸= 0，那么 C 就是不变的。

下面我们要考虑的问题是，如果体系发生了拓扑相变，使得 C 发生了跃变，那么在这个相变的附近究竟发生了

什么？

我们将会看到，这个问题和我们在电磁学中有过的一个有趣的想法等价：如果一个静电荷“骑”在了高斯面上，我

们如何计算相应的电通量？

9.4.2 k0 附近能隙的 close-reopen 过程

我们考虑在 k0 点，H(k0) 的两个能级〸分接近。我们既然要考虑拓扑相变，就要考虑在 k0 附近能隙的关闭——

重新打开这一过程。

我们在 k0 附近对 H(k) 做小量展开到一阶，并设所得为

H(k⃗) = kaDabσb +Mσz a, b = 1, 2 (9.47)

其中 |M | 表示 Dirac 能隙在 k0 处的值——我们假设 k0 附近 H(k) 的能隙取到了极小。

而矩阵 Dab 表示的是 H(k⃗) 对于 (k1, k2) 变化的响应。这样一个形式的 H(k) 总是可以取得的：首先计算 ∂1d⃗

和 ∂2d⃗，即

d1 = k1D11 + k2D12 d2 = k1D21 + k2D22 d3 =M (9.48)

∂1d⃗ = (D11, D21, 0) ∂2d⃗ = (D12, D22, 0) (9.49)

令 (∂1d⃗× ∂2d⃗) 的方向为新的 z 方向，这样可以保证 k1, k2 的变化不会影响到 σz，则

F12 =
1

2d3
d⃗ ·
(
∂1d⃗× ∂2d⃗

)
=

1

2d3
d3(D11D22 −D12D21) =

1

2d3
M det(D) (9.50)

其中

d2 = d21 + d22 + d23 = kmDmjknDni +M2 (9.51)

Homework: 证明积分

C =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk1

∫ ∞

−∞
dk2F12 =

1

2
sign(M)sign[det(D)] (9.52)

这个积分的要义在于，此积分中出现了一个特征尺度 |M |，即能隙的大小，如果这个能隙很小，那么这个积分就是

由 k0 附近的 F12 给出主要贡献的，因此积分的区域可以自然地推广到 [−∞,+∞]× [−∞,+∞]，因为后面纳入的那

些面积对积分的贡献很小。

一个典型的例子是

H(k) = kxσx + kyσy + kzσz (9.53)

则

F12 =
1

2d3
M det(D) =

1

2

M

(k2 +M2)
3
2

(9.54)

C =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk1

∫ ∞

−∞
dk2F12 =

1

2π

∫ ∞

−∞

1

2

M

(k2 +M2)
3
2

2πkdk

=
1

2π

∫ π
2

0

1

2
M · 1

|M |3
(tan θ + 1)−

3
2 · 2π|M |2 tan θ 1

cos2 θdθ (k = |M | tan θ)

=
1

2
sign(M)

(9.55)

这个等式的几何意义是：一个无限大平面向 S2 做 radical map 的映射度。

• 当 M > 0 时，radical map 正向地覆盖了上半球面，因此有 1
2

的因子出现。



58 第九章 量子力学中的 BERRY 相和拓扑

• 当 M < 0 时，radical map 负向地覆盖了下半球面，这里的负向体现在下半球面的法向是朝下的，与平面的正

方向 êx × êy = êz 是相反的。

前面我们说过，映射度时一个整数，这是对于从闭合流形到闭合流形而言的。此处出现的无限大平面并不闭合，

因此出现 1
2

的映射度时不矛盾的。

• 当 M = 0 时，H(k) = kxσx+ kyσy 被称为 Dirac Fermion，这一称谓是从 Dirac 相对论方程中借用过来的，此

时在 k = 0 附近的能谱是无能隙的，呈锥形，被称为 Dirac cone。而加入 Mσz 来打开能隙常被称为加入质量

项，这一说法也是从相对论 Dirac 方程中借用过来的。

9.4.3

我们下面继续考虑

H(k) = kxσx + kyσy +Mσz (9.56)

在 M = 0 附近的拓扑相变。

设初始时 M > 0，当 M 减小到 0 时，H(k) 的能隙关闭，继续减小 M，能隙再次打开，此时我们就有了 Chern
number 的变化

∆C =
1

2
sign(Mf )−

1

2
sign(Mi) = −1 (9.57)

Deg = 0 Deg = -1

Deg = 1 Deg = 0

1

2

在计算 1 的情况时，要考虑到闭合曲面的法向是向内的，故要多一个 (-1) 因子。

9.4.4 Bernevig-Hughes-Zhang 模型分析

以下我们试运用前述对 Dirac Fermion 和拓扑相变的分析，来处理一个简单模型——BHZ 模型，这个模型是拓

扑能带理论中一个常见的模型。

从 H(k) = kxσx + kyσy +Mσz 出发，为了使 k⃗(d) 形成闭合曲面，同时又在局部保持 Dirac Fermion 的性质，

我们做如下推广和代换

kx → sin kx ky → sin ky (9.58)

M → 2 +M − cos kx − cos ky (9.59)

显然，在 kx = ky = 0 处，代换前后是等价的，而引入正余弦函数的目的是使 d(k⃗) : T 2 → R3 映成一个闭合曲面。
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于是我们得到了 BHZ 模型的 Hamiltonian

H = sin kxσx + sin kyσy + (2 +M − cos kx − cos ky)σz (9.60)

这个 Hamiltonian 是有 Gap 的，只有在 M 取特定值时，在 k 空间的某些点会变成 Gapless，这些点是

• M = 0，(kx, ky) = (0, 0)

• M = −2，(kx, ky) = (π, 0), (0, π)

• M = −4，(kx, ky) = (π, π)

以下，我们探讨由参数 M 的变化所导致的 low band 的拓扑相变。我们已经知道，只要 M 的变化不导致能隙的关

闭，那么，low band 的 Chern number 就是保持不变的，而如果 M 的变化导致了 Gap 的关闭和重新打开，我们只

需要关注那些 Gap close point 附近，在 close-reopen 过程中的 Dirac Fermion 的行为，就可以判定相变前后 Chern
number 的变化。

因此我们将 M 的区域分为

• M > 0 和 M < −4，在这一区域中，d3(k) 恒大于零或小于零，这即意味着 d⃗(k⃗) 作为一个闭合曲面永在原点

之上（或之下），相应地

C = deg(radical map) = 0 (9.61)

• −2 < M < 0

∆C =
1

2
sign[det(Df )]sign(Mf )−

1

2
sign[det(Di)]sign(Mi) = −1 (9.62)

由于已知 M > 0 时，Ci = 0，于是我们得到这一区域中 lower-band 的 Chern number 为 C = −1。

• −4 < M < −2

分别在 (π, 0) 和 (0, π) 处展开 H(k)，有

H1(k) = −kxσx + kyσy + (2 +M)σz (9.63)

H2(k) = kxσx − kyσy + (2 +M)σz (9.64)

这两处的分析，都给出了

∆C =
1

2
sign[det(Df )]sign(2 +M)f −

1

2
sign[det(Di)]sign(2 +M)i = 1 (9.65)

即这两个 Dirac Point 每个对相变都贡献一个 (+1) 的 Chern number，故有

C = −1 + 2 = 1 (9.66)

• M < −4

在 M = −4 处，gapless 发生在 (π, π)，此时的展开即是

H = −kxσx − kyσy + (4 +M)σz (9.67)

∆C =
1

2
sign[det(D)] [sign(4 +M)f − sign(4 +M)i] = −1 (9.68)

从而有

C = 1 + (−1) = 0 (9.69)
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9.4.5 BHZ 模型中的 Gauge choice 问题

BHZ 模型可以作为我们理解 Gauge choice 这一概念的很好的示范。

我们将证明，在 C = 0 的区域，即 M > 0 和 M < −4，我们可以对所有的 (kx, ky) 指定 lower band state |−⟩，
且这个指定是单值连续的，反之，对于 −4 < M < 0，这种 smooth gauge choice 是不可能的。

为此，令

(d1, d2, d3) = d(sin θ cosφ. sin θ sinφ, cos θ) (9.70)

于是

|−⟩ =

(
sin θ

2

− cos θ
2
eiφ

)
=

1√
2(1− cos θ)

(
1− cos θ
− sin θeiφ

)
=

1√
2d(d− d3)

(
d− d3

−d1 − id2

)
(9.71)

而根据 BHZ 模型的写法，

d1 = sin kx d2 = sin ky d3 = 2 +M − cos kx − cos ky (9.72)

|−⟩ 态的奇异点出现在 θ = 0 处，

|−⟩ =

(
θ
2

−eiφ

)
→

(
0

eiφ

)
(9.73)

在 −2 < M < 0 时，我们有

• 在 kx = 0，ky = 0 处，d1 = 0，d2 = 0，d3 =M < 0

• 在 kx = 0，ky = π 处，d1 = 0，d2 = 0，d3 = 2 +M > 0

• 在 kx = π，ky = 0 处，d1 = 0，d2 = 0，d3 = 2 +M > 0

• 在 kx = π，ky = π 处，d1 = 0，d2 = 0，d3 = 4 +M > 0

Homework:
H(k⃗) = sin 2kxσx + sin 2kyσy + (M − cos kx − cos ky)σz (9.74)

9.5 Aharanov-Bohm Effect

9.5.1 Motivation

在电磁学中，我们知道矢势 (φ, A⃗) 是非物理的，这是因为存在规范选择的自由度。而电场 E⃗ 和磁场 B⃗ 才是物

理的，施加于粒子的，影响其运动的物理量。

这一论述的正确性，在经典物理的范畴下是无疑义的。然而，在量子力学的框架下，我们必须更加仔细地考量

这一论述。对这一观念的切入点，来自与对带电粒子在电磁场中的 Hamiltonian 的观察

H =
(p− qA)2

2m
+ qφ (9.75)

在这一 Hamiltonian 中，出现的并非 E⃗, B⃗ 等物理场，而是 (φ, A⃗) 这一矢势。这暗示我们，如果我们求解 Schrödinger
方程

ih̄
∂

∂t
ψ =

[
(p− qA)2

2m
+ qφ

]
ψ (9.76)

其解将以〸分微妙的形式依赖于 (φ, A⃗)。这一猜测的验证即是 Aharanov-Bohm 效应。在这一节中，我们将运用 Berry
Phase 作为工具，将 AB 效应作为 Berry Phase 中的一个例子来进行求解。
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9.5.2 Particle Moving Around a Flux Tube

一个截面积为 S，内部磁场为 B⃗ 的无限长螺线管，载有磁通 Φ = B⃗ · S⃗。而依照电磁学所述，螺线管外的磁场

为 0。
但是，螺线管外的矢势 A⃗ 不可能为 0。这是因为依照 Stokes 定理，我们有∮

A⃗ · dr⃗ =
∫∫

B⃗ · dS⃗ = Φ (9.77)

在约束螺线管外 B⃗ = ∇× A⃗ = 0 下，A⃗ 的一个保持旋转对称性的取法是

• 柱坐标下

A⃗ =
Φ

2πr
φ̂ (9.78)

• 直角坐标下

A⃗ =

(
−y

x2 + y2
x̂+

x

x2 + y2
ŷ

)
Φ

2π
(9.79)

特别的，若令 tan θ = y
x
，则

A⃗ =
Φ

2π
∇ arctan y

x
=

Φ

2π
∇θ (9.80)

由此可见，对于局部而言，我们一定可以找到一个函数 f = Φ
2π
θ，使 A⃗ = ∇f，满足 ∇× A⃗ = 0。

在这一例子中，起关键作用的是空间的拓扑结构，即

• R2 是单连通的，其基本群为 Π(R2) = I

• R2

更确切地说，R2 中的所有闭合回路都是同伦等价的，都可以连续形变收缩成为一点。

9.5.3 Berry Phase Technique

考虑一个电子，电量为 −e，在螺线管外运动。此时我们设想，出了矢势 A⃗ 外，还有一个盒子约束势 (confining
potential)，将电子约束在一个小盒子内部。

首先考虑不加磁通，即 A = 0 时，电子的 Hamiltonian 具有形式

H =
p2

2m
+ V (r − x0) (9.81)

其本征函数

ψx0
(r) = ψ(r − x0) = ⟨r|ψx0

⟩ (9.82)

其中 x0 表示 confining box 中心的位置。

现在，我们在盒子中加入 Magnetic Gauge field，从而 Hamiltonian 产生如下变化

H[p, r − x0] → H[p+ eA(r), r − x0] (9.83)

H =
(p+ eA)2

2m
+ V (r − x0) (9.84)

于是新的 Hamiltonian 的本征函数是

φx0
(r) = exp

[
−ie
h̄

∫ r⃗

x0

A⃗(r⃗′)dr′
]
ψ(r − x0) = ⟨r|φx0

⟩ (9.85)
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Notation: 由于 Confining potential 的引入，电子的波函数被局域在盒子内部，在这一空间内部，B = 0,∇×A⃗ = 0，

故在这个盒子内部，A 的线积分是有良好定义的。

作用在 exp 上的 −ih̄∇
注意，这里出现了两个矢势，一个是磁场所对应的矢势 A⃗，一个是 Berry vector potential A⃗。

Ax0
= i ⟨φx0

|∇x0
φx0

⟩ = i

∫
d3r ⟨φx0

|r⟩ ⟨r|∇x0
φx0

⟩ (9.86)

⟨φx0
|r⟩ 是已知的，我们只需计算 ⟨r|∇x0

φx0
⟩

⟨r|∇x0
φx0

⟩ = ∇x0
⟨r|φx0

⟩ = exp
[
−ie
h̄

∫ r⃗

x0

A⃗(r⃗′)dr′
][

∇x0
ψ(r − x0) +

−ie
h̄

(−1)A(x0)ψ(r − x0)

]
(9.87)

Ax0
=i

∫
d3r exp

[
ie

h̄

∫ r⃗

x0

A⃗(r⃗′)dr′
]
ψ∗(r − x0) exp

[
−ie
h̄

∫ r⃗

x0

A⃗(r⃗′)dr′
][

∇x0
ψ(r − x0) +

ie

h̄
A(x0)ψ(r − x0)

]
=i

∫
d3rψ∗(r − x0)∇x0

ψ(r − x0)−
e

h̄
A(x0)

=− i

∫
d3rψ∗(r − x0)∇rψ(r − x0)−

e

h̄
A(x0)

= ⟨ψx0
| p |ψx0

⟩ − e

h̄
A(x0)

=
m

ih̄
⟨ψx0

| [r,H] |ψx0
⟩ − e

h̄
A(x0)

=
m

ih̄
⟨ψx0

| r |ψx0
⟩ (E − E)− e

h̄
A(x0)

=− e

h̄
A(x0)

(9.88)

exp
(
i

∮
A⃗ · d⃗l

)
= exp

(
−ie
h̄

∮
A⃗ · d⃗l

)
(9.89)

而
∮
A⃗ · l⃗ 是回路中穿过的磁通 ∮

A⃗ · l⃗ =
∫∫

B⃗ · dS⃗ (9.90)

φ下 − φ上 =

∮
d⃗l ·
(−e
h̄

)
A⃗ =

−e
h̄

Φ (9.91)

9.5.4 Dirac Quantization of Magnetic Monopole

磁单极子的存在，可以使 Maxwell 方程获得一个更加对称的形式

∇ · E⃗ =
ρe
ε0

(9.92)

∇ · B⃗ = µ0ρm (9.93)

∇× E⃗ +
∂B⃗

∂t
= −µ0J⃗m (9.94)

∇× B⃗ − µ0ε0
∂E⃗

∂t
= −µ0J⃗e (9.95)

电荷守恒与磁荷守恒
∂ρe
∂t

+∇ · J⃗e = 0 (9.96)
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∂ρm
∂t

+∇ · J⃗m = 0 (9.97)

由此可见，一个位于原点的磁单极子所产生的磁场

B⃗ =
µ0qm
4π

r⃗

r3
(9.98)

φ =
µ0qm
4π

· Ω · qe
h̄

=
µ0qm
4π

(Ω− 4π)
qe
h̄

(9.99)

C = ∂S = −∂(S2 − S) (9.100)

µ0qmqe
h̄

= 2πN (9.101)

9.6 绝热近似的正确性分析以及非绝热修正问题

9.6.1 Motivation

在前述的对于 Berry Phase 的论述中，我们运用了绝热近似这一假定，设定了体系的演化应〸分缓慢，以致布

局数的改变可以被忽略，但是我们并没有讨论何种程度的慢才是符合要求的，以及如何对这一近似进行修正（如有

必要）。这一问题在考虑绝热输运的时候尤其重要。

我们现在来讨论在 A-B 效应中出现的一个关于流密度的佯谬。我们知道，对于 Hamiltonian

H =
p2

2m
+ V (r) (9.102)

一个波函数 ψ(r) 所对应的流密度函数是

J =
ih̄

2m
(∇ψ∗ψ − ψ∗∇ψ) (9.103)

设

ψ(r) =
√
ρ(r) exp[iξ(r)] (9.104)

ρ(r) =
√
ψ∗(r)ψ(r) (9.105)

则流密度

J =
ih̄

2m

[
e−iξ

(
−i∇ξ√ρ+ 1

2

∇ρ
ρ

1
2

)
√
ρeiξ − H.C.

]
=

h̄

m
ρ(r)∇ξ(r) (9.106)

而在前面我们已经论述了 ξ(r) 的经典物理对应是作用量，即

ξ(r) =
S

h̄
(9.107)

再应用

dS = pdq −Hdt (9.108)

即可知

J =
ρ

m
∇[h̄ξ(r)] ∼ 1

m
ρp = ρv (9.109)

以下我们回到 A-B 效应中的粒子上来，由于这个粒子是束缚在一个势阱 V (r) 中的，有 ∇×A = 0，且 ∃f，满

足 A = ∇f，于是，不论盒子中心 x0 处于何处，我们总是可以选择规范变化，使得这个束缚势中的矢势是完全消失

的，从而得到

H =
(p− qA)2

2m
+ V (r) ⇒ H =

p2

2m
+ V (r) (9.110)
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下面是佯谬的关键，对于 H = p2

2m
+ V (r)，我们可以证明它的束缚基态流密度为 0。

J =
ih̄

2m
(∇ψ∗ψ − ψ∗∇ψ) = h̄

m
ρ∇ξ(r) = 0 (9.111)

但这一结论显然是不正确的，可以看到，由于

∂

∂t
ρ+∇ · J⃗ = 0 (9.112)

ih̄ ∂
∂t
ψ(t) = H[R(t)] |ψ(t)⟩

|ψ(0)⟩ = |n[R(0)]⟩
(9.113)

• 绝热近似成立条件的准确表达

• 超越绝热近似的修正应如何做出

• 这些修正能否以及如何弥合上述佯谬

9.6.2 Schrödinger 方程的形式通解

令

|ψ(t)⟩ =
∑
m

Cm(t) exp[−iθm(t)] |m(t)⟩ (9.114)

其中 θm(t) 是动力学相因子的贡献

θm(t) =
1

h̄

∫ t

0

Em[R(t1)]dt1 (9.115)

代入 Schrödinger 方程即有 ∑
m

e−iθm(t)

[
d
dtCm(t) |m(t)⟩+ Cm(t)

d
dt |m(t)⟩

]
= 0 (9.116)

将 ⟨l(t)| 作用于方程

e−iθl(t)
d
dtCl(t) +

∑
m

e−iθm(t)Cm(t)

〈
l(t)

∣∣∣∣ ∂∂tm(t)

〉
= 0 (9.117)

即
d
dtCl(t) =−

∑
m

e−i[θm(t)−θl(t)]Cm(t)

〈
l(t)

∣∣∣∣ ∂∂tm(t)

〉
=− Cl(t)

〈
l(t)

∣∣∣∣ ∂∂t l(t)
〉

−
∑
m̸=l

e−i[θm(t)−θl(t)]Cm(t)
⟨l(t)| ∂H

∂t
|m(t)⟩

Em − El

(9.118)

绝热近似的本质就是略去第二项，而当绝热近似需要修正时，我们就要将第二项找回来。从这个角度看，Berry Phase
时一个零阶近似，即在初态 Cm(0) = 1 时，有Cm(t) = C0

m(t) exp
[
−
∫ t
0

〈
m(t1)

∣∣ ∂
∂t1
m(t1)

〉
dt1
]

C0
q (t) = 0

(9.119)

下面我们考虑迭代求解。对于 q ̸= m，有
d
dtCq(t) = (9.120)
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Cq(t) ≈ −eiγ
G
m
⟨q| ∂H

∂t
|m⟩

Em − Eq

h̄e−i(θm−θq)

−i(Em − Eq)
(9.121)

于是有

|ψ(t)⟩ = eiγ
G
m(t)e−iθm(t) |m(t)⟩+

∑
q ̸=m

(−ih̄)eiγ
G
m(t)e−iθm(t) ⟨q| ∂H

∂t
|m⟩

(Em − Eq)2
|q⟩ (9.122)

⟨q| ∂H
∂t

|m⟩
(Em − Eq)2

=

〈
q(t)
∣∣ ∂
∂t
m(t)

〉
Em − Eq

≪ 1 (9.123)

9.6.3 流密度修正

J = −ev = −edr
dt = −e 1

ih̄
[r,H] (9.124)

⟨J⟩ = −e ⟨ψ(t)| 1

ih̄
[r,H] |ψ(t)⟩ (9.125)

这里

|ψ(t)⟩ = eiγ
G
n (t)e−iθn(t)

[
|n(t)⟩+

∑
q ̸=n

(−ih̄)
〈
q
∣∣ ∂
∂t
n
〉

En − Eq
|q(t)⟩

]
(9.126)

• 零阶项

⟨J⟩(0) = −e ⟨n(t)| 1

ih̄
[r,H] |n(t)⟩ = 0 (9.127)

• 一阶项

⟨J⟩(1) =− e

[
⟨m| 1

ih̄
[r,H](−ih̄)

〈
q
∣∣ ∂
∂t
m
〉

Em − Eq
|q(t)⟩+ H.C.

]

=− e

[
⟨m| v |q⟩ (−ih̄)

〈
q
∣∣ ∂
∂t
m
〉

Em − Eq
+ H.C.

]

=− e

[
1

ih̄
⟨m| r |q⟩ (Eq − Em)(−ih̄)

〈
q

∣∣∣∣ ∂∂tm
〉

1

Em − Eq
+ H.C.

]
=− e

(
⟨m| r

∣∣∣∣ ∂∂tm
〉

+ H.C.
)

(9.128)
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第〸章 Laudau 能级的简谐振子解法

10.1 谐振子

• 谐振子是为数不多的存在严格解的模型。

• 在微扰论中，谐振子常被作为背景 H0 来导入微扰或相互作用。

• 谐振子的解体现了量子力学中的许多基本概念，如零点涨落和 Heisenberg 不确定性原理。

• 谐振子的解法只依赖于对易关系 [a, a†] = 1。

考虑 x− y 平面上运动的二维电子，若施予 z 方向的匀强磁场 B，我们有运动方程

m
d2r⃗

dt2 = q ˙⃗v × B⃗ (10.1)

其分量为

mẍ = −eBẏ mÿ = eBẋ (10.2)

定义回转频率 ωB = eB
m

，方程的通解是

x(t) = x0 +R cos(ωBt+ φ) (10.3)

y(t) = y0 +R sin(ωBt+ φ) (10.4)

此时，体系的 Hamiltonian 具有形式

H =
1

2m
(p+ eA)2 =

1

2
mṙ2 (10.5)

在以下的论述中，我们忽略电子的自旋自由度

{pi + eAi, pj + eAj} = e{pi, Aj}+ e{Ai, pj} = e
∂Ai
∂xj

− e
∂Aj
∂xi

= −eεijkBk (10.6)

10.2 Quantum Treatment

以下我们的目标是求解以下 Hamiltonian 的能谱与本征波函数

H =
1

2m

(
p⃗+ eA⃗

)2
(10.7)

其中 ∇× A⃗ = B⃗ 对应匀强磁场，此处我们已经过渡到量子力学的领域，而过渡的办法是将 p⃗ 和 x⃗ 提升为算子，从

而有

[xi, pj ] = ih̄δij [xi, xj ] = [pi, pj ] = 0 (10.8)

机械动量 Π = p+ eA

67
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定义产生和湮灭算子

a =
1√

2eh̄B
(Πx − iΠy) (10.9)

a† =
1√

2eh̄B
(Πx + iΠy) (10.10)

H =
1

2m

(
Π2
x +Π2

y

)
=

1

2m
[(Πx + iΠy) (Πx − iΠy) + i[Πx,Πy]]

=
1

2m

[
(2eh̄B)a†a+ i(−ieh̄B)

]
= h̄ωB

(
a†a+

1

2

) (10.11)

10.3 Laudau 规范下的波函数

为了写出 H 的本征波函数，我们必须确定一个规范选择，因为波函数的具体形式与规范有关。满足 B⃗ = ∇× A⃗
的矢势 A 不止一种，在此处对 A 的选择考虑了实际问题和对称性两方面的因素。常见的两种选择是：

• Landau Gauge: A = [0, Bx, 0] 或 [−By, 0, 0]
此时，虽然 B 在全空间平移不变，但 A 不是全空间平移不变的——A 打破了一个方向上的平移对称，而保留

了另一个方向的平移对称。

• Symmetric Gauge: A = B
2
[−y, x, 0]

这个选择保持了绕原点的旋转对称，从而使得 Lz = −ih̄ ∂
∂φ

成为守恒量。

以下，我们首先使用 A⃗ = [0, Bx, 0]，A⃗ 在 y 方向是平移不变的。因此，我们的任务是寻求

H =
1

2m

[
p2x + (py + eBx)2

]
(10.12)

和 py 的共同本征态。

我们假定

ψk(x, y) = eikyfk(x) (10.13)

Hψk(x, y) =
1

2m

[
p2x + (py + eBx)2

]
ψk(x, y) = Hkψk(x, y) (10.14)

这个方程的形式是我们非常熟悉的，它描述了一个沿 x 轴放置的谐振子。特别地，

Hk =
1

2m
p2x +

1

2
mω2

B

(
x+ kl2B

)
(10.15)

其中 ωB = eB
m

，lB =
√

h̄
eB

ψn,k(x, y) ∼ eikyHn(x+ kl2B) exp
[
−(x+ kl2B)

2

2l2B

]
(10.16)

10.4 对称规范

以下我们选择对称规范

A⃗ =
B

2
[−y, x, 0] (10.17)

A⃗ 同时打破了平移 x 和平移 y 的对称性，但 A 在绕 z 轴的旋转下保持不变。因此，在选择 A⃗ 时，我们应同时选择

Lz 作为好量子数——这一规范在处理分数量子霍尔效应是时比较常见。
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仍从 Hamiltonian 出发，令 Π = p⃗+ eA⃗

H =
1

2m

(
p⃗+ eA⃗

)2
= h̄ωB

(
a†a+

1

2

)
(10.18)

其中

a =
1√

2eh̄B
(Πx − iΠy) (10.19)

我们再引入一组新的算子

Π̃ = p⃗− eA⃗ (10.20)

Π̃ 并不是规范不变的，它的引入是为了方便下面的计算与解释。Π̃ 所遵循的对易关系是[
Π̃x, Π̃y

]
= ieh̄B (10.21)

与 Π 类似，但是 Π̃ 的规范依赖体现在 Π 和 Π̃ 的对易上[
Πx, Π̃x

]
= [px,−eAx] + [eAx, px] = 2ieh̄

∂Ax
∂x

(10.22)

[
Πy, Π̃y

]
= [py,−eAy] + [eAy, py] = 2ieh̄

∂Ay
∂y

(10.23)

[
Πx, Π̃y

]
=
[
Πy, Π̃x

]
= ieh̄

(
∂Ay
∂x

+
∂Ax
∂y

)
(10.24)

这意味着 Π̃ 和 H = 1
2m

Π2 不能同时对角化。然而对称规范给出了一个例外，在 A⃗ = B
2
[−y, x, 0] 这一选择下，有[

Πi, Π̃j
]
= 0 (10.25)

基于
[
Π̃x, Π̃y

]
= ih̄eB，我们可以定义出一组新的产生和湮灭算子

b =
1√

2eh̄B

(
Π̃x + iΠ̃y

)
b† =

1√
2eh̄B

(
Π̃x − iΠ̃y

)
(10.26)

满足 [
b, b†

]
= 1 (10.27)

我们可以从此出发来研究 Landau 能级的简并特性。

定义基态为 ket0, 0，满足 a |0, 0⟩ = b |0, 0⟩ = 0。Hilbert 空间中的态矢量可以写成一个双模 Fock 态的形式

|n,m⟩ =
(
a†
)n (

b†
)m

√
n!m!

|0, 0⟩ (10.28)

其中，|n,m⟩ 所对应的本征能量为
(
n+ 1

2

)
h̄ωB，它只依赖于 n，量子数 m 就自然地表示了 En 所对应的简并。

接下来我们构造对称规范下的波函数，这里我们主要关注最低 Landau 能级 (Lowest Landau Level, LLL)n = 0，

因为这个能级在讨论分数量子霍尔效应 (FQGE) 中是最重要的。

|0,m⟩ 所遵循的是 a |0,m⟩ = 0，我们把这个方程变为微分方程

a =
1√

2eh̄B
(Πx − iΠy)

=
1√

2eh̄B
[px − ipy + e(Ax − iAy)]

=
1√

2eh̄B

[
−ih̄

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
+
eB

2
(−y − ix)

] (10.29)
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为了方便计算，我们引入复数坐标

z = x− iy z̃ = x+ iy (10.30)

于是

x =
1

2
(z̃ + z) y =

1

2i
(z̃ − z) (10.31)

同时，我们引入微分算子

∂ =
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(10.32)

∂̃ =
∂

∂z̃
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
(10.33)

它们遵循

∂z = ∂̃z̃ = 1 ∂z̃ ± ∂̃z = 0 (10.34)

利用这套新的变量，我们可以得到1

a = −i
√
2

(
lB ∂̃ +

z

4lB

)
(10.35)

a† = −i
√
2

(
lB∂ − z̃

4lB

)
(10.36)

其中

lB =

√
h̄

eB
(10.37)

LLL 的波函数，即 a 作用为 0 的函数，它们所具有的形式是

ψLLL(z, z̃) = f(z) exp
(
− zz̃

4l2B

)
(10.38)

对于任意全纯函数 f(z)，为了写出 LLL 上的态 |0,m⟩ 的波函数，我们将 b 也转换到 z，z̃ 表象，写成

b = −i
√
2

(
lB∂ +

z̃

4lB

)
b† = −i

√
2

(
lB ∂̃ − z

4lB

)
(10.39)

基态 |0, 0⟩ 同时被 a，b 湮灭，其波函数是唯一的

ψLLL,m=0 ∼ exp
(
−|z|2

4l2B

)
(10.40)

而更高阶的 |0,m⟩ 可以通过 b† 的作用来实现

ψLLL,m ∼
(
z

lB

)m
exp
(
−|z|2

4l2B

)
(10.41)

这一组基 |0,m⟩ 有一个显著的优势：它们是角动量算子 Lz = −ih̄ ∂
∂φ

的本征函数

Lz = −ih̄
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
(10.42)

对于一个圆形的样品 A = πR2，可以容纳的态最多是
√
2NlB = R (10.43)

N =
R2

2l2B
=
A/π

2 h̄
eB

=
eAB

2πh̄
=

Φ

Φ0

(10.44)

10.5 加入电场时的电子漂移
1这里的取厄米共轭的技巧是 i → −i，z → z̃，∂ → −∂̃。



第〸一章 散射理论

11.1 散射的基本概念

11.1.1 碰撞和散射

11.1.2 散射问题的若干假设

(1) 设入射粒子和靶粒子都没有自旋，这意味着我们不用考虑全同粒子的交换对称之类的问题。

(2) 不考虑非弹性的散射。

(3) 假设靶粒子足够稀薄，以至于可以忽略多重散射。

(4) 忽略靶中各粒子产生的散射波的相干性。

(5) 假设入射粒子和靶粒子的相互作用只依赖于它们的相对位置。

11.1.3 散射截面的概念

我们首先回到经典物理的卢瑟福散射实验中，回忆散射截面这一概念。

设粒子从无穷远处以动量 p 飞入势场，由于 target 的存在，粒子飞出势场时，会有一个方向的偏转。

显然，偏转角度 δθ 取决于瞄准距离 b。由此，偏转角在 [θ, θ+ dθ] 方向的粒子，一定是瞄准距离在 [b, b+ db] 的
同心圆环上的粒子散射而来的。

定义散射截面如下：质量为 µ 的粒子沿 z 轴正向入射，V (r) 定域在原点 O 附近。入射粒子的通量为 Fi

Fi =
dN

dtdS = v
dN
dV = ρv (11.1)

设 Fi 充分小，因而可以忽略入射粒子之间的相互作用。

在方位角 (θ, φ) 的方向上，远离势场处，放置一个张角为 dΩ 的探测器。如此，即可测量单位时间被散射到 (θ, φ)

方向周围立体角 dΩ 中去的粒子数 dn。
显然，dn ∝ dΩ，dn ∝ Fi，定义微分散射截面

σ(θ, φ) =
dn
FidΩ

(11.2)

注意，这里 [dn] = T−1，[Fi] = L−2T−1，故 σ(θ, φ) 具有面积的量纲，于是得名“散射截面”。

11.1.4 球对称势下的经典散射算例

dS = bdϕdb (11.3)
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dS 中的粒子被散射到立体角 dΩ 中

dΩ = sin θdθdϕ (11.4)

由于势场是球对称势，故 dΩ 不依赖于 ϕ，于是

dn = FidS = Fib · dϕ · db (11.5)

σ(θ, φ) =
dn
FidΩ

=
Fib · dϕ · db

Fi sin θ · dθ · dϕ =
b

sin θ

∣∣∣∣dbdθ

∣∣∣∣ (11.6)

Example: 考虑一个硬核球的弹性散射

V =

0 r > R

∞ r ≤ R
(11.7)

α
α

αb

b = R sinα θ = π − 2α (11.8)

b = R sin
(
π

2
− θ

2

)
= R cos θ

2
(11.9)

σ(θ, φ) =
b

sin θ

∣∣∣∣dbdθ

∣∣∣∣ = R cos θ
2

sin θ (11.10)

σtot =

∫ 2π

0

dϕ
∫ π

0

sin θdθσ(θ, ϕ) = πR2 (11.11)

11.2 散射定态与有效截面

11.2.1 方法

H =
p2

2m
+ V (r) (11.12)

11.2.2 散射定态的定义

Hamiltonian 的本征方程

[
− h̄2

2µ
∇2 + V (r)

]
φ(r) = Eφ(r) (11.13)

这里设 V (r) 在无穷远处比 1
r

衰减更快。这个设定排除了库仑势，因此需要用特殊的办法处理。一个典型的手段就

是考虑 Yukawa 势

V (r) = V0
e−αr

r
α > 0 (11.14)

讨论 E > 0 的非束缚态

E =
h̄2k2

2µ
(11.15)
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是入射粒子在无穷远处的动能，它最终仍会以这个动能离开 V (r) 的区域。此外，我们引入

U(r) =
2µ

h̄2
V (r) (11.16)

从而写定态方程为 [
∇2 + k2 − U(r)

]
φ(r) = 0 (11.17)

符合要求的本征态，被称为是散射的定态，波函数记为 vdiff
k (r)

定态的渐进形式

t→ −∞ 时，z → −∞，粒子是自由的，故其状态可用一个平面波来表示，由此可知，vdiff
k 中一定要有一项 eikz，

以表示入射波。

当粒子进入势场后，在 V (r) 的作用下，波包的形态发生剧烈变化，而当 t → ∞ 后，粒子脱离势场重变自由，

故其形式也再次变得简单：它将由透射波包 eikz 和散射波包组成。

由此可见，我们待求的 vdiff
k ，应来自于一个平面波 eikz 和一个散射波的叠加。散射波的结构依赖于 V (r)，且〸

分复杂，但它在 r → ∞，即 t→ ∞ 的渐进形式却〸分简单，我们通过简单分析即可得出它的特性。

• 沿着一个确定的 (θ, ϕ) 方向，由于散射波与入射波能量相同，故散射波的径向依赖关系应具有形式 eikr/r

∇2

(
eikr

r

)
=

1

r2
d
dr

[
r2

d
dr

(
eikr

r

)]
= −k2 e

ikr

r
(11.18)

此外，1/r 因子在量子力学中计算概率即成 1/r2，它保证了在 r 很大时，穿过立体角的概率流的通量是守恒的

而不依赖于 r。

• 一般而言，散射不是各向同性的，故散射波的振幅依赖于方位角 [θ, ϕ]，且依赖关系取决于初始的 k。

于是，我们得出 vdiff
k 是 ∇2 + k2 − U(r)φ(r) = 0 的满足渐近行为

vdiff
k (r)

r→∞−→ eikz + fk(θ, ϕ)
eikr

r
(11.19)

的解。这里的 fk(θ, ϕ) 被称为散射振幅，其依赖于 V (r)。

验证

11.2.3 利用定态的概率流来计算有效散射截面

散射定态的流密度

J(r) =
ih̄

2µ
[φ(r)∇φ∗(r)− φ∗(r)∇φ(r)] = 1

µ
Re
[
h̄

i
φ∗(r)∇φ(r)

]
(11.20)

对于入射波 eikz

Ji(r) = Jz =
h̄k

µ
(11.21)

对于散射波

[Jd]r =
1

µ
Re
[
f∗
k (θ, ϕ)

e−ikr

r

h̄

i
fk(θ, ϕ)

(
− 1

r2
+ ik

1

r

)
eikr
]
=
h̄k

µ

1

r2
|fk(θ, ϕ)|2 (11.22)

微分散射截面

σ(θ, ϕ) =
dn
FidΩ

= |fk(θ, ϕ)|2 (11.23)
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平面波与散射波的干涉：光学定理

11.2.4 散射的积分方程：Lippman-Schiwinger 方程

[
∇2 + k2 − U(r)

]
φ(r) = 0 (11.24)

我们定义算子 ∇2 + k2 的逆，即 Green 函数 (
∇2 + k2

)
G(r) = δ(r) (11.25)

方程可做如下形式化处理 (
∇2 + k2

)
|φ⟩ = U |φ⟩ (11.26)

可写出通解

|φ⟩ = |φ0⟩+GU |φ⟩ (11.27)

其中 |φ0⟩ 是满足齐次方程 (∇2 + k2) |φ⟩ = 0 的某一个解。写在坐标表象下，即是满足积分方程

φ(r) = φ0(r) +

∫
d3r′G(r − r′)U(r′)φ(r′) (11.28)

vdiff
k (r)

r→∞−→ eikz − 1

4π

eikr

r

∫
d3r′e−ikUr

′
U(r′)vdiff

k (r′) (11.29)

fk(θ, ϕ) = − 1

4π

∫
d3r′r−ikUr

′
U(r′)vdiff

k (r⃗′) (11.30)

入射波矢 k⃗i，散射波矢 k⃗d，转移波矢

K⃗ = k⃗d − k⃗i (11.31)

11.2.5 Born 近似

σ
(B)
k (θ, ϕ) =

µ2

4π2h̄4

∣∣∣∣∫ d3r exp
(
−iK⃗ · r⃗

)
V (r)

∣∣∣∣2 (11.32)

11.2.6 Yukawa 势的 Born 近似

考虑 Yukawa 势

V (r) = V0
e−ar

r
a > 0 (11.33)

设 |V0| 充分小

fBk (θ, ϕ) = − 1

4π

∫
d3r′ exp

(
−iK⃗ · r⃗′

)2µ
h̄2
V0
e−ar

′

r′
(11.34)

σtot = 2π

∫ π

0

dθ sin θ4µ
2V 2

0

h̄4
1(

a2 + 4k2 sin2 θ
2

)2 =
4µ2V 2

0

h̄4
4π

a2(a2 + 4k2)
(11.35)
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11.3 中心势场中的散射：分波法

11.3.1 Partial Wave 的基本原理

11.3.2 自由粒子的定态问题

问题的提出

径向方程

自由球面波的求解

自由球面波的物理性质

归一化常数的推导

11.3.3 势场 V (r) 中的分波

径向方程和相移

相移的物理含义

11.3.4 用相移表示有效截面

用分波构成散射定态

11.3.5 散射共振问题
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第〸二章 路径积分

12.1 路径积分理论概述

路径积分强调，粒子在某一时刻 tb 的运动状态 ψ(xb, tb) 完全由过去某一时刻 ta < tb 的所有可能的运动状态

ψ(xa, ta) 决定，即

ψ(xb, tb) =

∫
dxaK(xb, tb;xa, tb)ψ(xa, ta) (12.1)

这里的 K 是传播子，其形式为

K(xb, tb;xa, tb) =
∑

all path

const · exp
{
i

h̄
S[x(t)]

}
(12.2)

是固定初末时间和初末位置的作用量泛函，它依赖于路径 x(t) 的具体取法。

12.2 传播函数及其路径积分形式

12.2.1 传播子

ψ(xb, tb) = ⟨xb|ψ(tb)⟩ (12.3)

12.2.2 无穷维泛函积分

将 T = tb − ta 分为无穷小间隔

ε =
tb − ta
N

= tj+1 − tj j = 0, 1, · · · , N − 1 (12.4)

t0 = ta tN = tb tj = t0 + jε (12.5)

K(xb, tb;xa, ta) = ⟨xb, tb|xa, ta⟩

=

∫
dx1 · · ·

∫
dxN−1 ⟨xb, tb|xN−1, tN−1⟩ ⟨xN−1, tN−1|xN−2, tN−2⟩ · · · ⟨x1, t1|x0, t0⟩

=

N−1∏
k=1

∫ ∞

−∞
dxk

N−1∏
j=0

K(xj+1, xj ; ε)

(12.6)

12.2.3 短时传播函数

K(xj+1, xj ; ε) = ⟨xj+1| exp
(
− iHε

h̄

)
|xj⟩ = ⟨xj+1| exp

{
− i[H0 + V (x)]ε

h̄

}
|xj⟩ (12.7)
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eε(A+B) = eεAeεB
[
1 +O(ε2)

]
(12.8)

K(xj+1, xj ; ε) = ⟨xj+1| exp
(
− i

h̄
H0ε

)
exp
[
− i

h̄
V (x)ε

]
|xj⟩

=

∫
dpdx ⟨xj+1| exp

(
− i

h̄
H0ε

)
|p⟩ ⟨p|x⟩ ⟨x| exp

[
− i

h̄
V (x)ε

]
|xj⟩

(12.9)

• 第一项

⟨xj+1| exp
(
− i

h̄
H0ε

)
|p⟩ = exp

(
− i

h̄

p2

2m
ε

)
⟨xj+1|p⟩ =

1√
2πh̄

exp
(
− i

h̄

p2

2m
ε

)
exp
(
i

h̄
pxj+1

)
(12.10)

• 第二项

⟨p|x⟩ = 1√
2πh̄

exp
(
− i

h̄
px

)
(12.11)

• 第三项

⟨x| exp
[
− i

h̄
V (x)ε

]
|xj⟩ = exp

[
− i

h̄
V (xj)ε

]
δ(x− xj) (12.12)

K(xj+1, xj ; ε) =

∫
dpj
2πh̄

exp
{
i

h̄
pj(xj+1 − xj)−

i

h̄

[
p2j
2m

+ V (xj)

]
ε

}[
1 +O(ε2)

]
=

∫
dpj
2πh̄

exp
{
i

h̄
pj(xj+1 − xj)−

i

h̄
H(pj , xj)ε

}[
1 +O(ε2)

] (12.13)

12.2.4 路径积分的相空间表示

K(xb, tb;xa, tb) =

∫ N−1∏
j=1

dxj
N−1∏
j=0

dpj
2πh̄

exp
{
i

h̄

N−1∑
j=0

[pj(xj+1 − xj)− εH(pjxj)]

}[
1 +O

(
ε2
)]N (12.14)

S[p, x]
∣∣tb
ta

=

∫ tb

ta

dt [pẋ−H(p, x)] (12.15)

12.2.5 路径积分的位形空间表示 (路径积分的 Lagrange 形式)

K(xj+1, xj ; ε) =

∫
dpj
2πh̄

exp
{
i

h̄
pj(xj+1 − xj)−

i

h̄

[
p2j
2m

+ V (xj)

]
ε

}
=

∫
dpj
2πh̄

exp
{
− iε

2mh̄

[
p2j −

2mpj(xj+1 − xj)

ε

]}
=

∫
dpj
2πh̄

exp
{
− iε
h̄

[
p2j
2m

− pj(xj+1 − xj)

ε

]} (12.16)

∫ ∞

−∞
dpe−iap2 =

√
π

ia
(12.17)

K(xa, ta;xb, tb) = lim
N→∞,ε→∞

( m

2πih̄ε

)N
2
N−1∏
j=1

(∫
dxj
)

exp
{
iε

h̄

N−1∑
j=0

[
m

2

(xj+1 − xj)
2

ε
− V (xj)

]}
(12.18)

12.2.6 路径积分的物理解释
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